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Aufgabe: Berechnen Sie die Winkelgeschwindigkeit des Weltalls anhand eines rotierenden
quantenmechanischen Teilchens.

Losung: Wir betrachten das Problem vereinfachend fiir einen rotierenden Massenpunkt der
Masse m. An den grundlegenden physikalischen Verhéltnissen dndert sich dadurch nichts. Zu-
néchst hat dieser Massenpunkt einen Drehimpuls

2
L:mrv(p:mr w,

wobei v, die Geschwindigkeit im Azimut, 7 der Radius und @ die Winkelgeschwindigkeit ist.
Mit der Gesamtgeschwindigkeit des Alls

_ 2 2
V=,V +v,

ergibt sich eine Gesamtenergie von
L
E=—mv"+ V(r),
2
wobei

V(r)=—y

r

die potentielle Energie ist, M die Masse des Universums und y die Gravitationskonstante. Set-
zen wir die genannten Grof3en in den Ausdruck fiir die Energie ein, so ergibt sich

E= %m(vf +v;)—7%

wobei
V. =F, V =rao.

r P

Der Ausdruck fiir die Energie lautet damit
E=—m\ir +ro)-y——.
2 ( ) 4 r
Wenn wir davon ausgehen, da3 der Drehimpuls beim Urknall erhalten bleibt, so speist sich
dieser aus der Gravitation:
m’r*e’ = 2ym’Mr.

Weil der Radius in der Singularitit bei maximaler Masse gleich null ist, muf} die schwere Masse
M bei maximaler Ausdehnung des Alls auf null abgenommen haben. Die Energie dndert sich
durch den Urknall nicht, d.h. es gilt

2yMl - =r'o’.
r
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Multiplizieren wir beide Seiten mit dem Quadrat der Massen und dem Quadrat des Radius, so
erhalten wir das Quadrat des Drehimpulses:

(ZyM — 7 )mzr2 =m’r'e’ ="

r
Bei quasi-unendlicher Ausdehnung des Universums ist 7 =¢, d.h. die Geschwindigkeit dndert
sich nicht mehr und es gilt

29M 29M ¢
P _2=r0® bzw. w= 7/3 —C—z.
r r r

Da der Ausdruck unter der Wurzel stets positiv sein muf3, wiirde folgen, dafl der Radius R des
Alls den Grenzwert

2yM

2
C

R<

nicht tiberschreiten kann. Damit hétte das All einen Durchmesser D, der nicht grof3er werden
kann als

4yM

7 -
C

D=2R=

Eine Ausdehnung des Alls ist daher nur moglich bis zu einer gewissen Grenze, denn nur dann
kann auch die Winkelgeschwindigkeit null werden:!

2
w=lim 2yM ¢

r—R R3 _on.

In der Singularitit, wenn 7 =0, d.h. wenn

29Mm’r = m*r*ew’ = I’

e
r

rotiert das All sozusagen unendlich schnell:?

bzw.

2yM %

3

o = lim

r—0 7

Das Weltall hat dann einen Radius

LZ
r= 5
2yMm

! Das muR sie auch, weil die Raumkriimmung auf null abnimmt.
2 Die Raumkriimmung ist in der Singularitdt maximal.

Copyright © 2017, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 2



Physikaufgabe 92

bzw. wegen E =hw und L =h fiir ein quantenmechanisches Teilchen einen verschwindenden
Durchmesser

I’ Ir ¢t c*

d=2r= T =y = >
WMm~  E° M Mo

Wegen der Konstanz des Drehimpulses ist die Winkelgeschwindigkeit in der Singularitit quasi
unendlich, bei unendlicher Ausdehnung des Raums dagegen null. In dem letzten Ausdruck ist
die Lichtgeschwindigkeit wieder vorhanden, aber das riihrt nur daher, dal wir die Masse eines
quantenmechanischen Teilchens durch seine Energie ersetzt haben. Aus Griinden der Drehim-
pulserhaltung muf3 also die schwere Masse bei maximaler Raumausdehnung vollstindig ver-
schwunden sein, auch wenn sie nach Albert Einstein gleich der tragen Masse ist:

limD=4—72/1imM—>0.

M—0 c” M—0

Das Weltall endet also wieder als Singularitit.
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