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Aufgabe: Zeigen Sie, daB sich das Weltall nicht unendlich ausdehnen kann.

Beweis: Einstein nahm in seiner Speziellen Relativitatstheorie an, dal sich nichts in absoluter
Ruhe befindet. Diese Annahme mag wohl zutreffend sein, aber sie ist abhingig vom Bezugs-
system. Unser Bezugssystem, welches wir in den Mittelpunkt unserer Milchstra3e verlegen
wollen, ist ein bewegtes Bezugssystem, ebenso wie auch all die anderen Galaxien, die aus der
Singularitit hervorgegangen sind. Zwischen diesen bewegten Bezugssystemen kann niemals
Gleichzeitigkeit herrschen. Gleichzeitigkeit ist nur vorstellbar im System der Singularitit, und
zwar auf jeder Sphére, welche die Singularitdt konzentrisch umgibt. Man kann aufgrund von
Symmetrieiiberlegungen davon ausgehen, daf} sich jedes Oberflachenelement auf dieser Sphire
mit der gleichen Ausbreitungsgeschwindigkeit v relativ zur Singularitdt bewegt. Betrachten wir
nunmehr Abb. 1, wo die Situation anschaulich dargestellt ist.

y V'

Abbildung 1. Zwei gleichzeitige Ereignisse im System S der Singularitdt und in einem mitbewegten System §*

Wenn wir annehmen, da3 das Universum einer Singularitit entsprungen ist, dann sind alle Ga-
laxien, die sich relativ zueinander mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, gleich alt. Da sich das
Universum ausdehnt, gibt es in ihm keine Objekte, die sich mit konstanter Geschwindigkeit
bewegen, bis auf die Singularitiit selbst.! Nehmen wir nun zwei Galaxien, die den groBten der-
zeit beobachteten Abstand zueinander haben, z.B. unsere eigene und GN-z11, die 13,4 Milliar-
den Lichtjahre von uns entfernt ist. Im System der Singularitét ist fiir einen Beobachter in der
Galaxie GN-z11 seit dem Urknall die gleiche Zeit

! 14 !
t2+72x2
t=t,=—==<

1 Es wiirde keinen Sinn ergeben, dem Schwerpunkt des Universums eine von Null verschiedene Bewegung zuzu-
schreiben.

Copyright © 2017, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 1


http://www.manfredhiebl.de/
http://www.manfredhiebl.de/Physik/physikaufgaben.htm
http://www.manfredhiebl.de/impressum.htm
mailto:Manfred.Hiebl@t-online.de
http://www.manfredhiebl.de/guestbook125661onetwomax.pdf

Physikaufgabe 86

vergangen wie fiir einen Beobachter in unserer Galaxis, d.h.

! v !
t1+7x1
t=t=—==5

"

Der Beobachter in der Galaxie GN-z11 glaubt ebenso wie wir, dall unsere Galaxis zu einem
sehr frithen Zeitpunkt entstanden sein muf3, da keines der beiden Systeme bevorzugt ist. Er ist
in seinem System genauso gealtert wie wir, wenn wir uns beide im Teleskop sehen konnten.
Die Rotverschiebung

Av /1+v/c
Z=——= —1,
v 1-v/c

die wir in unserem System messen konnen, gestattet die Berechnung von

v_(1+2) -1

c (+zf+1
GN-z11 bewegt sich relativ zu uns fast mit Lichtgeschwindigkeit, ihr z liegt bei 11,1, daraus
folgt die Relativgeschwindigkeit v/c = 0,9864, das ist beinahe Lichtgeschwindigkeit. Wir neh-
men nunmehr im System der Singularitit zwei gleichzeitige Ereignisse (x,, ) und (x,,,) an,
von denen das erste Ereignis in unserer Galaxie stattfinde und das zweite in einer von uns mog-
lichst weit entfernten Galaxie, die dhnlich alt ist wie die unsrige, z.B. GN-z11. Im Additions-

theorem der Geschwindigkeiten nehmen wir vereinfachend an, daf sich die entfernte Galaxie
von der unsrigen exakt mit Lichtgeschwindigkeit wegbewegt.

Sei also S das unbewegte System der Singularitét. Im relativ dazu mit der Geschwindigkeit v
bewegten System des expandierenden Weltalls S" haben die beiden Galaxien die Koordinaten
(x/,#) und (x},#,). GemaB der Lorentz-Transformation zwischen dem bewegten und dem un-

bewegten System gilt

tl—?xl d tz—?xz
—C¢ _ und f=—¢2CE_.
J1- B g

Wenn wir die Beschleunigung zunéchst aufer acht lassen, gilt fiir die im System des sich mit
der Geschwindigkeit v ausdehnenden Raumes gemessene zeitliche Differenz der folgende Zu-
sammenhang mit im System der Singularitit stattfindenden Ereignissen:

t =

L= _Lz(xz _xl) e

< = .
N c 1-p*

Dabei ist der erste Term wegen der Gleichzeitigkeit ¢, =¢, entfallen. Setzen wir die Ortskoor-

dinaten der beiden Ereignisse in diese Gleichung ein, so ergibt sich
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VL —hKCosQ B 1- 1-cosp
2
Vi-p5° -

Fiir zwei sich diametral (go = 7[) mit anndhernd Lichtgeschwindigkeit (ﬂ ~ 1) voneinander weg-

H—t =

bewegende Galaxien erhalten wir in unserer kréftefreien Betrachtung den Grenzwert

y=2im P o
£l /1 _ IBZ ’
wobei wir angenommen haben, daf3 die Zeit ¢, das maximale Alter des Weltalls erreicht hat.
Aufgrund der Identitét

’ — ’
L=t = Xy

messen wir fiir den Abstand? der anderen Galaxie relativ zu unserem bewegten Bezugssystem
ebenfalls einen unendlich negativen Wert

——chm 4 =-2clm B

—— —> —0,
Ll IB p-1 /1_ﬂ2 x

Wenn f =1 ist, entspricht — x, dem Radius 7 des Universums im Ruhesystem der Singularitét.

Da die inverse Zeitdifferenz im bewegten System gleich der Hubble-Konstanten ist, erhalten
wir daraus das Alter des Universums zu

3
£t :i:c%:li&mg a
"o g08™
S
Aus der Beziehung
t2 tl ('x2 x] )

folgt mit x, =—x,, #=1 und ¢ =¢, fiir den Bogendurchmesser des jungen Universums

e I-B

1 ==
H B

Da das erste ausgesandte Licht ca. 300 Millionen Jahre nach dem Urknall datiert, legte das
Licht in dieser Zeit eine Entfernung von 0,3 Milliarden Lichtjahren zuriick. Das sind etwa zwei
Prozent des Alters des Universums. Wir verlegen daher die erste Aussendung des Lichts nihe-
rungsweise in den Urknall zur Zeit ¢ =0.

2 |n x-Richtung
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Im folgenden stellen wir die gleiche Betrachtung fiir ein sich mit konstanter Beschleunigung a
bewegendes Bezugssystem an. Aus der Geschwindigkeitsabhéngigkeit der gleichférmig be-
schleunigten Bewegung folgt relativistisch

at at|
L bzw. f=tanh—L,
c

c

v(t/) = ctanh

Aus den Additionstheoremen fiir Hyperbelfunktionen folgt

!/

! =cosh at, .
J1-p° c

Wegen x/ =0 ist

und fiir das Differential gilt
dt|
Ji-p"

Dies ergibt integriert im Inertialsystem die Zeit

dt, =

4 d 1
T c ., at
tl=J L = —sinh —.
0 a

J1-4° ¢

Die Zeit im bewegten System erhalten wir aus der Umkehrfunktion:

c .o at
t; = —arsinh —.
a c

Fiir das zweite Ereignis im gestrichenen System gilt fiir das Differential analog

1% \%
dt;+7dx; l+—2u;
dt,=——5——=dt, ——=<

-

wobei u, die Geschwindigkeit der anderen Galaxie in unserem bewegten Bezugssystem ist. Im

Inertialsystem der Singularitét gilt fiir die Geschwindigkeit der sich von uns wegbewegenden
Galaxie die trigonometrische Beziehung

X, _1,C08¢

u, = =V CosQ.

Iy 2

Da sich diese Galaxie relativ zum Koordinatenursprung des Inertialsystems unter dem Winkel
@ zur x-Achse unseres bewegten Systems von uns wegbewegt, gilt nach dem Additionstheorem
der Geschwindigkeiten
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g oo MY :_v(l—COS(p):_,B(l—cosgo)c
? ? 1-f%cosp

v v
l1-—u, 1-— cosgp
c c

Wir behandeln hier nur den Fall ¢ = 7. Dabei liegt die flichende Galaxie genau am gegeniiber-
liegenden Ende des Universums. Unter dieser Bedingung ist

, Uy =V :_v(l—cosgo)__ 2pc

v v 1+ B
l1-—u, 1-- cosp B
c c

Fir =1 bewegt sich die andere Galaxie also genau mit Lichtgeschwindigkeit von uns weg,
d.h. u) =—c. Setzen wir diese Geschwindigkeit in das differentielle Wegelement ein, so erhal-
ten wir

dr, = di, V! ﬁ;
1+

Wir haben somit folgendes Integral zu 16sen:

I

Mittels
, at,
v(t;) = ctanh =2
c
ist
1 at,
=cosh—=%
1- 5 ¢

Mit Hilfe dieser Substitution kdnnen wir elementar integrieren:

Cat'z/c COShéZ c sinhat) / ¢ d?] ‘ at;
t2 =— I —zd«’::— I ———arctan \/ESIDh— 5
' 1+2sinh’¢ 7 a3 1+2 \/_a c

Nach 7, aufgeldst erhalten wir eine inverse Hyperbelfunktion:

th= € arsinh {L tan @}
a V2 c

Bilden wir nun die zeitliche Differenz der beiden Ereignisse, so ergibt sich

t—t = € arsinh {%tan@} — Carsinh
a c a c

at,
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Dies ist ein gédnzlich anderes Ergebnis als im Fall einer Bewegung mit konstanter Geschwin-
digkeit, da die beschleunigte Bewegung allméhlich zum Stillstand kommt, die kréiftefreie Be-
wegung bei konstanter Geschwindigkeit dagegen nicht. Setzen wir in den speziell fiir unseren
Fall erhaltenen Ausdruck die Hubble-Konstante ein, die definiert ist durch

v vt

a a
H=s—=—=—»~—,
r rt v ¢

dann gilt wegen ¢ = at,

té—lfzi In Ltan\/z+\/m —ln(l+\/§> :1,32.
H| (2 5 o

Daraus konnen wir bei bekanntem Alter des Universums die Grenzbeschleunigung der Ga-
laxien berechnen. Es ist

2.9979.10° 2

- S _688-10°2,
f, 1381-10°-3,154-107s s

Das ist eine erstaunlich kleine Zahl fiir die Massenbeschleunigung, aber sie kann auch nicht
null werden, sonst wére das Weltall vor unendlicher Zeit entstanden. Wir konnen mit Hilfe
dieses Ergebnisses auch die Hubble-Konstante neu berechnen. Es ergibt sich ein Wert von

km km
g1 _326:10°:29979-10°  _ 708~
h 13,81-10’ Mpc  Mpc

Damit lage das wahre Alter des Universums aber auch deutlich hdher, ndmlich bei

132-3.26-10° - 2,9979.10° K™ 2
t—t = S =17,94-10° a,
719 KM
S

wobei wir einen noch aktuelleren Wert fiir die Hubble-Konstante verwendet haben. Da das
Licht nicht auf geraden Bahnen lduft, sondern bei einem sich ausdehnenden Universum auf
sphérischen Orthodromen,?* erhalten wir fiir den Durchmesser des Alls einen Wert von

6 .
=M.2’9979.105k_m=43’4.109 Lj,

D=
70,8 K™ 3

=
H
s

wobei wir wieder den Effekt, da} sich das Licht erst 300 Millionen Jahre nach dem Urknall
auszubreiten begann, nicht beriicksichtigt haben.

Wenn das Universum eine Singularitét ist, kann es sich nicht weiter ausdehnen als bis zum
Schwarzschildradius, d.h.

3 Es kann quasi nicht in die Vergangenheit zu kleineren Radien zuriick.
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wobei R der Schwarzschildradius ist. Weder Masse noch Strahlung kdnnen diesen Radius iiber-
schreiten. Folglich kann auch die Beschleunigung nie kleiner werden als

| o

a=—2

<
=

~
—_

Alles, was geringer beschleunigt, wird zuriick ins Innere der Singularitit reflektiert, genauer
gesagt, es bleibt auf dem Rand der Singularitit haften, da ein Riickfall in die Vergangenheit
nicht mdéglich ist. Die grof3te Beschleunigung liegt vor zum Zeitpunkt des Urknalls. Danach
verlangsamt sich das Universum immer mehr, ohne jedoch ganz zum Stillstand zu kommen.
Die potentielle Energie erreicht auf dem Schwarzschildradius ihr Maximum. Noch vorhandene
radiale Energie wird vollstindig in Rotationsenergie umgewandelt, welche den Drehimpuls zu
dndern versucht. Ein solches System ist nicht stabil, es mul3 kollabieren, da der Drehimpuls
konstant bleibt. Unter dem Gravitationsdruck in der Singularitdt kommt es folglich zu einem
erneuten Urknall, und dieser Mechanismus wiederholt sich theoretisch unendlich oft.
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