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Aufgabe: Berechnen Sie die Entropie des Universums und nehmen Sie dazu an, daB} es sich
nicht ausdehnt, wohl aber kontinuierlich an Masse verliert. Begriinden Sie schliissig, warum
die Entropie dann eine Erhaltungsgrofe sein muf3.

Losung: Wir nehmen an, daf} sich das Universum wie ein monoatomares ideales Gas verhilt.
Die thermische Zustandsgleichung des idealen Gases lautet:

pV = NkT,

wobei p der Druck, N die Teilchenzahl, V" das Volumen und 7 die absolute Temperatur ist. Die
kalorische Zustandsgleichung ist gegeben durch

U:ENkT
2

mit der inneren Energie U und der Boltzmann-Konstanten k. Losen wir die Gibbssche Funda-
mentalgleichung der inneren Energie

dU =—pdV +TdS + pdN

nach der Entropie auf, folgt daraus

as =Y P gy _Ha.
T T T
Aus der Eulergleichung
S—iusPy_Hy
T T T

folgt durch Differentiation der Ausdruck

1
T

1

dS=—dUu+Lav - an +Ud -+
T T T

vaL - Na 2,
T T

und nach Abziehen der Gibbsschen Fundamentalgleichung erhalten wir die Gibbs-Duhem-Re-
lation:

vd L 1va? —nat -o.
7 TN

In diese Relation setzen wir sodann die thermische und kalorische Zustandsgleichung

lzgkﬁ b Ezkﬂ

ZW.
T 2 U T 14
ein, womit wir nach Integration von

gH__3,4V _,dv 5, dN
T 2 U Vv 2 N

als dritte Zustandsgleichung das chemische Potential des idealen Gases erhalten:
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Daraus konnen wir mit Hilfe der Euler-Relation

S=NtkN-HN
2 T

und der inneren Energie auch die Entropie berechnen:

3
5 -1
S:EkN—(ﬁj Naavml | 22|
27 \1), 7,) \m AN,

Aus dieser Beziehung erhalten wir sowohl den Anfangswert der Entropie zum Zeitpunkt des
Urknalls,

S, =2 Nj—| 2] w,
2 T),

als auch die Entropieéinderung wihrend desselben:

AS=ik(N—NO)+§kN1n1+kN1nK—kN1nﬁ—(ﬁj (N-N,)
2 27T, v, N, \T)

In einem Weltall, dessen Masse konstant ist, entfallen der erste und der letzte Term, und es gilt

AS:%kNlnszkNan—kNlnﬁ.

0 0 0

Ein Universum jedoch, dessen Masse zwar abnimmt, dessen Volumen aber konstant bleibt,
weist eine Entropiednderung von
AS = %k(N—N0)+%kN1nZ—kN1nﬁ—[%j (N-N,)
0

0 NO

auf. Im Zustand 7 =0 und N =0 folgt daraus

AS = —2kN,+[ 2] N, =0,
2 T),

da die Entropie im leeren Raum ihren Sinn verliert. Folglich gilt als Grenzwert des chemischen
Potentials stets
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In einem unendlich ausgedehnten Weltall ergibt die Definition eines chemischen Potentials
trotz der darin enthaltenen Masse keinen Sinn mehr, so dall wir wegen N = N, schreiben kon-
nen:

AS = th{T”V v

73/ VN}

Mithin lautet der allgemeine Ausdruck fiir die Entropie des Alls, da S, =0,

S(V,T,N)= %kNlnTz+kN1nK—kN1n N

0 0 0
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Abbildung 1. Die Entropie eines Universums konstanter GrifSe, aber abnehmender Masse

Wir postulieren nun einen unveridnderlichen Raum konstanter Grofe, der sich nicht ausdehnt,
d.h. V' =V,. Dann kénnen wir auch das Maximum der Entropiefunktion

S(T,N) = %kNln % _ivin Y

0 0

aus deren partiellen Ableitungen bestimmen:

BITN) 3, N BTN 3 Ty N g
or 2 T oN 2 1, N,

Nullsetzen liefert die Bedingung

T 3/2N T 3/2 N
|| —| 22|=1 bzw. |—| =e—.
L) N T, N,

An dieser Stelle ist
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3/2
S(T,N)=kNln(%] —kN]n%=kN]ne>O,

0 0

und zwar fur

3
ﬂ%& ’
N T

Aus den zweiten partiellen Ableitungen folgt, da3 es sich um ein lokales Maximum handelt:

oS*(T,N) 3 N
=k
or 2T

*S(T,N) _ k

<0, >
ON N

<0.

In Abb. 1 ist die Entropie als Funktion zweier Variablen als Oberflidche dargestellt. Wenn beide
Variablen ihre maximalen und minimalen Werte annehmen, ist die Entropieédnderung jeweils
gleich null. Die Linien gleicher Entropie werden aus dem Konturplot in Abb. 2 ersichtlich, sie
folgen einer Wurzel-hoch-drei-Abhéngigkeit in der Temperatur. Wenn sich also die Entropie
zu Beginn und am Ende des Universums nicht #ndert, stellt sich mit Recht die Frage, warum
sie sich dazwischen dndern sollte. Wenn wir zeigen konnen, daf3 sich die Temperatur mit der
Teilchenzahl geméf folgender Relation verhilt,

N - s

Ny

wire vollstindig bewiesen, daf die Entropie eine Erhaltungsgrofe ist. Das ist aber eigentlich
selbstverstindlich, da nach dem Welle-Teilchen-Dualismus die Energie eines relativistischen
Teilchens wegen der Zustandssumme mit
2 2
E-mr=P_-_" _
2m  2mA

angenommen werden kann, also die Grofle

W= =il

eine abgeleitete Naturkonstante ist. Nehmen wir von beiden Seiten der Gleichung die dritte
Potenz, d.h.

BT = AT
und fordern, daB die Teilchenzahl der Abhingigkeit

1 p
NETw
folgt und damit der Masse ein Impulsvektor p = hk einer bestimmten Wellenldnge zugeordnet

werden kann, so wird klar, da3 es einen reziproken Raum geben muf, der durch drei Impulsko-
ordinaten aufgespannt wird. Aufgrund der formulierten Abhédngigkeit haben wir gezeigt, dal3
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die Entropie des Weltalls eine Erhaltungsgrdofe ist, d.h. in einem Universum, das sich nicht
ausdehnt, gilt stets AS =0, und es wird stets genau soviel Masse in Strahlung umgewandelt,
wie die Entropieerhaltung zuldft. Die Entropie folgt also von den zahlreichen Moglichkeiten,
die es auf der Entropieoberflidche gibt, genau jener Nullniveau-Konturlinie aus Abb. 2, die vom
Zustand (1,1) zum Zustand (0, 0) fiihrt.

Konturlinien der Entropie
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Abbildung 2. Konturlinien konstanter Entropie auf der Entropieoberfliche

Die Entropie ist eine ErhaltungsgroBe, welche iiber die Ordnung im Universum wacht, so dal3
weder zuwenig noch zuviel Masse sprich kinetische Energie in Licht, d.h. potentielle Energie,
iiberfiihrt werden kann. Wir konnen im Weltall also keine Galaxien mehr beobachten, die sich
mit Lichtgeschwindigkeit von uns entfernen, weil beim Erreichen der Lichtgeschwindigkeit
eine vollstdndige Zerstrahlung der Materie in masselose Photonen stattfindet. Masse unendli-
cher Dichte kann es aus physikalischer Sicht nicht geben, Masse darf sich nur nennen, was sich
nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegt. Es kann daher bezweifelt werden, daf3 sich im Innern
von Schwarzen Lochern irgendwelche Massen befinden, von denen eine Gravitation ausgehen
kann.! Wenn die Temperatur mit der inneren Energie auf Null absinkt, geht nach obiger Bezie-
hung die thermische Wellenldnge gegen Unendlich und die Masse gegen Null. Das liegt aber
nicht an einer vermeintlichen Ausdehnung des Universums, sondern daran, dall Energie nicht
vernichtet werden kann und ergo im reziproken Raum als potentielle Energie gespeichert bleibt.
Wenn also die gesamte Masse ,,aufgesogen‘ ist, auch weil die Lebensdauer des Universums
ebenso wie die GroBe des Raums ErhaltungsgroBen sind,”> muB es am Ende der Zeit bei ,,un-
endlich* tiefen Temperaturen zu einer erneuten’® Licht-Materie-Konversion kommen.

1 Die Gravitation ist eine Folge der Krimmung des Raumes, d.h. der Raum wire auch gekriimmt, wenn gar
keine Masse in ihm enthalten ware.

2 Die Zeit also ablaufen kann

3 Wahrscheinlich spontanen
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