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Aufgabe: Sie mochten ein Ausweichmandver im Luftkampf durch ein neuronales Netz trainie-
ren. Welches mathematische Modell verwenden Sie dazu?

Losung: Bei einem Ausweichmandver fliegen zwei Kollisionsgegner so lange aufeinander zu,
bis der Ausweichende im Abstand d, mit dem Abdrehen beginnt, wobei ihm der andere sofort
folgt, falls er auf Vorhalt programmiert ist. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wéahlen wir

die Kriimmungsradien so, daf3 sich die beiden Kriimmungskreise mit orthogonalen Tangenten
schneiden.! Betrachten wir zuniichst die geometrischen Relationen in Abb. 1.
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Abbildung 1. Geometrische Anordnung zu Beginn des Ausweichmanoévers

Zu Beginn des Ausweichmandvers befindet sich der Ausweichende am Ort (R, 0) und der
Angreifer am Ort (R, d,). Das Mandver beginnt, sowie der Ausweichende vom Geradeausflug

in den Kurvenflug tibergeht, wobei wir mit gutem Grund annehmen kdnnen, daf3 beide ab einem
bestimmten Abstand mit maximaler Drehrate sprich Querbeschleunigung abdrehen. Der Clou
dabei ist, dall der Angreifer keinen engeren Kriimmungsradius fliegen kann, als ihm bauart-
und geschwindigkeitsbedingt moglich ist. Diese Chance wiederum nutzt der Ausweichende
aus, um auf dem schnellsten Wege den Mittelpunkt des gegnerischen Kriimmungskreises an-
zufliegen. Idealerweise kreuzt er dabei die Bahn seines Kollisionsgegners unter einem rechten
Winkel, in der Absicht, friiher als dieser im Kollisionspunkt® zu sein. Eine Kollision findet nicht
statt, wenn es dem Ausweichenden gelingt, sich in den sicheren Bereich innerhalb des gegne-
rischen Kriimmungskreises zu retten.> Weitere hinzukommende Gefihrdungen wollen wir in
diesem ersten Anlauf nicht betrachten.

Mit den Mittelpunktkoordinaten £ =R, — R, und 77 =d, gilt fiir die Radien R, und R, sowie

die Polarwinkel ¢, und ¢, der Zusammenhang

11m folgenden bezeichnet der Index 1 stets das eigene, angegriffene Luftfahrzeug, wihrend der Index 2 auf das
gegnerische bzw. dessen Waffe abhebt.

2 Dem Schnittpunkt beider Kriimmungskreise

3 innerhalb dessen er zumindest in voriibergehender Sicherheit ist
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dy =R sm@ +R,sin@,.

Aufgrund der giinstig gewihlten Geometrie*

T
o+ @, :5

148t sich das Problem auf einen Winkel reduzieren:
dy, =R sn @ +R,cosq,.

Ferner folgt aufgrund der rechtwinkligen Dreiecksbeziehungen der Zusammenhang
RI+R, =& +7°

oder eingesetzt und ausmultipliziert die Gleichung
R +R; =R’ -2RR, + R +d;.

Nach Kiirzen entsprechender Terme ergibt sich daraus der ideale Abstand als das Wurzelzwei-
fache des geometrischen Mittels beider Kriimmungsradien, i.e.

d,=+J2RR,.

Durch Einsetzen dieser Relation konnen wir mit Hilfe der obigen Gleichung auch den Winkel
@, ermitteln:

V2R R, =R sin ¢, + R, cose,.

Durch Einfiihrung der Abkiirzung n =R, /R, fiir das Verhiltnis der Kriimmungsradien folgt
nach Substitution

v2n =sin ¢, +ncosg,.
Mittels der Definition

R 1

z

d, 2n

konnen wir ¢, wahlweise in Abhéngigkeit von n oder in Abhéngigkeit von z berechnen. Wir

entscheiden uns aus Griinden der Einfachheit fiir die Abhédngigkeit von n. Damit folgt aus obi-
ger Beziehung

J2n —sin g, =ny/1—sin’ g,

Mittels der Substitution x =sin ¢, kommen wir durch Quadrieren beider Seiten auf die quadra-
tische Gleichung

(1+n2)x2 -2 2nx+(2—n)n=0,

4 Was nicht immer der Fall ist, vor allem bei zu friih oder zu spit eingeleiteten Manévern
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die allgemein von der Form
ax’ +bx+c=0

ist und die Losungen

_—bi\/b2—4ac

X ., =
1,2
2a

besitzt, wobei die Koeffizienten gegeben sind durch
a=1+n? b=—2\/2_n, c=2-n)n.

Daraus folgt der Winkel ¢, in Abhingigkeit von n zu

\/ﬂ+n(n—l)

= arcsin
i 1+n’
oder wahlweise in Abhéngigkeit von z zu

1-2z* +47°

@, = arcsin
‘ 1+4z*

Fiir n gegen unendlich ist

1 2
=
lim ¢, = arcsin lim —24—" ==
n—»o n—»o 1 2
1+—
n

Fliegen wir den Schnittpunkt also unter der Bedingung an, daf3 sich die Tangenten dort ortho-
gonal schneiden, so ergibt sich fiir das Verhdltnis der unterschiedlichen Zeiten ¢, und ¢,, bei
denen der Schnittpunkt erreicht wird, die Relation

t

L_bvw_wR ¢
t, b, V|R27Z'/2—(pl’

wobei b, und b, die entsprechenden Bogenldngen sind. Erreicht der Ausweichende den
Schnittpunkt frither als sein Verfolger, so muB} ¢, <z, sein. Mit den relativen Grof3en
t e vy R, 2

, B=—, @=—@

t=-1
t, v, R, Vs

muf also fiir ein erfolgreiches Ausweichmandver die Bedingung

=292

nl—g

erfiillt sein.” Alternativ konnen wir letztere auch durch das Verhiltnis der Drehraten

5 Es gibt noch weitere Bedingungen, die aber nicht Gegenstand dieser Untersuchung sind.
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w, Vv, R v

n=s—=——=—
o, R v n
ausdriicken:
tza)i<l.
l-¢

Bei gleichen Drehraten @ =1 ist dann nur noch das Winkelverhéltnis abzuschétzen:

t~i<l.

NI_(D

Diese Bedingung wiére bereits erfiillt fiir alle
<L b g <Foase
4 5 -9 4 .

Die Funktion 7 ist also im wesentlichen von nur zwei Grof3en abhéngig:
t =t(v,n,p(n)),

dem Verhiéltnis der Kriimmungsradien » und dem Geschwindigkeitsverhéltnis v, da der Dreh-
winkel seinerseits nur von z abhéngt. Den maximalen Fehler

2 2 2
A= [ CL) ave 4 O a2 4 2 Ag’,
ov on op
den wir durch Schitzungen von Geschwindigkeiten und Kriimmungsradien begehen konnen,
berechnen wir anhand der partiellen Ableitungen

oo 1 ¢ t o v ¢ t o v 1 t
- 7

b b

ov ;1—(p:v on nl—g n %_n(l—gp)z_l—(p'

Damit ergibt sich ein relativer Fehler des Zeitverhéltnisses von
At (AVT (An jz Ag’
—=— |+ — | + s
t % n (1-9)

Ap = EA(pl = E%An
V4 T On

wobel

und

on z\/(l-l-l’lz)z—(\/Z‘i‘n(l’l—l))z T L+n’

Im Prinzip sind damit sdmtliche Fehler bis auf den der Geschwindigkeit nur vom relativen Feh-
ler des Verhéltnisses der Kriimmungsradien abhéngig. Letzterer ist gegeben durch

op, 1 ( 1 2n(1—\/ﬂ)+n2—1}
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e oo

Mit den partiellen Ableitungen

on R, d on 1

— == un — =
oR, R oR, R

ergibt sich der relative Fehler von n zu

2 2
an_ (AR (AR | 38R
n R R, R
wenn wir annehmen, daf} die Fehler beider Kriimmungsradien gleich grof3 sind. Analog errech-
net sich der relative Fehler der Geschwindigkeiten

2 2
Av_ A [Av ) | pAn
14 17 v, 1%

Wenn die relativen Fehler von Geschwindigkeit v, und Kriimmungsradius R, jeweils mit 10

-

Prozent angenommen werden, so betrdgt der relative Zeitfehler, und zwar relativ unabhéngig
vom Verhéltnis der Kriimmungsradien, ca. 20 %. Setzt man die entsprechenden Fehler des
Gegners doppelt so hoch an, liegt man bereits bei 32 %. Diese relativ grolen Fehler von bis zu
30 % konnen im Luftkampf tiber Sein oder Nichtsein entscheiden. Aufgabe des neuronalen
Netzes ist es daher, diese Fehler durch ein Gradientenabstiegsverfahren auf nahezu null zu mi-
nimieren. Dies ist moglich, wenn man das neuronale Netz auf korrekte® Parameterkombinatio-
nen des Modells trainiert, womit die entsprechenden Trajektorien dann allesamt auf einer Hy-
perflache liegen, die den fehlerfreien Zustand reprisentiert. Dazu ist es ndtig, mittels ausgewo-
gen verteilter Parameterkombinationen die entsprechenden Trainingsgewichte zu ermitteln, die
den kompletten Wertebereich abdecken. Diese Hyperfliche, d.h. der relative Zeitvorsprung
beim Ausweichmandver, ist in Abb. 3 graphisch dargestellt.

6 d.h. fehlerfreie
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Relativer Zeitgewinn beim Ausweichmandver

Wiy Ra/Ry

Die in unserem Fall zweidimensionale Hyperflache beschreibt denjenigen Bereich, der fiir jede
Kombination aus 7 und v einen entsprechenden Zeitfaktor angibt, um den der Ausweichende
frither oder spater am mutmaBlichen Kollisionspunkt eintrifft. Der fiir den Ausweichenden si-
chere Bereich auf dieser Flache besteht aus jener Untermenge von Punkten, die auf der z-Achse
kleiner sind als eins.” Ist der Faktor groBer als eins, ist die Wahrscheinlichkeit, daB3 der Auswei-
chende von der gegnerischen Munition getroffen wird, so gut wie 1 (falls ihm nicht noch andere
Mittel zu Gebote stehen wie beispielsweise das Ausbringen von Tauschkorpern). Schneidet
man die Hyperflache mit der Ebene z =1, so sind alle darunterliegenden Kombinationen von v

und 7 erlaubt im Sinne von sicheren Parameterkombinationen.

Konturlinien des Zeitgewinns mit t als Parameter

3 us’ T T T T T T T T \
Y i
25+ / A i
26 % IS B
=
i“‘ 1.5 B
N
z 05
1+ 05 4
%
05F% ,
0 r r r r r r r r
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n=RyR,

Die Kurve samtlicher Parameterkombinationen aus » und v, welche den gleichen Zeitfaktor ¢
ergeben, nennt man Konturlinien der Hyperfldche. Diese sind mit unterschiedlichen Farben in
Abb. 4 dargestellt. Im Diagramm nimmt der Zeitfaktor von links oben nach rechts unten ab.

7 Abziiglich einer gewissen Toleranz
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Der erlaubte Bereich sind alle Trajektorien unterhalb der Konturlinie # =1. Man erkennt, daf3
abhingig vom Geschwindigkeitsverhéltnis v hohere Kriimmungsverhiltnisse n zum Erfolg fiih-
ren. Einem schnellfliegenden Objekt kann am besten dadurch ausgewichen werden, daB3 klei-
nere Kriimmungskreise geflogen werden. Je langsamer der Angreifer, desto groBere Kreise
konnen geflogen werden. In der Regel ist das Verhéltnis der erzielbaren Kriimmungsradien fix.
Daher kann es giinstiger sein, seine Geschwindigkeit zu erh6hen und so schnell zu fliegen wie
der Gegner oder am besten noch schneller, wenn das Lastvielfache es zuldf3t. Je langsamer man
selbst ist, desto unsicherer wird auch das Ausweichen. Im Prinzip kann man bereits sicher aus-
weichen, wenn der eigene Kriimmungsradius ein Drittel so groB ist wie der des Kollisionsgeg-
ners (n =3) und letzterer nicht schneller fliegt als eineinhalbmal so schnell wie man selbst.

In Abb. 5 ist fiir ein festes Geschwindigkeitsverhidltnis die Abhingigkeit des Zeitfaktors vom
gegnerischen Kriimmungsradius aufgetragen. Man erkennt, daf3 erst bei einem Zehntel des geg-
nerischen Kriimmungsradius und dreifacher Geschwindigkeitsiiberlegenheit der Kollisions-
punkt friiher erreicht werden kann. Bei doppelter Geschwindigkeit geschieht dies bei gut einem
Viertel, und mit dem halben Kriimmungsradius kommt man hin, wenn die Geschwindigkeit des
Gegners eineinhalbmal so grof} ist wie die eigene.

Ausweichen bei verschiedenen Geschwindigkeitsverhaltnissen
3 F F

v=3
v=25
2.5 v=2 |
\ \ v=1.5
| v=1

N

Zeit (relative Einheiten)
[$)]
/|

-

0.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Verhaltnis der Krimmungsradien n

Abbildung 4. Ausgewahlte Trajektorien der Hyperflache

Anhand der Abbildung 5 kann festgelegt werden, in welchem Abstand d, vom Gegner mit dem

Ausweichmandver zu beginnen ist. Man sieht, dafl bei einem Verhéltnis von 7n =2 und einem
Wert von z =1/2 der gegnerische Abstand nicht kleiner werden darf als der Durchmesser des
Kriimmungskreises. Bei n =3 ist es immerhin bereits der zweieinhalbfache Radius. Beginnt
das Ausweichmanoéver zu friih, 1duft der Pilot Gefahr, in den Vorhalt des Gegners zu geraten
und abgeschossen zu werden, beginnt es zu spét, kann nur noch ein engerer Kriimmungskreis
geflogen werden, sofern es die Struktur aushilt.
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Abstand vom Gegner zu Beginn des Ausweichmandévers
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Abbildung 5. Eigener Kriimmungsradius relativ zum Abstand des Kollisionsgegners

Copyright © 2016, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 8



Physikaufgabe 75

Anhang 1: Alternative Herleitung des Winkels aus den Schnittpunktkoordinaten
Die Gleichung der Tangente an den Kreis mit Radius R, lautet
xtang, —y =0,
die Gleichung der Tangente an den Kreis mit Radius R, ist gegeben durch
xcotep, +y=d,+ Ecotg,.

Um den Schnittpunkt zu bestimmen, stellen wir dieses lineare Gleichungssystem in Matrix-
schreibweise dar:

tang, —1)x) 0
cotgp 1 \y) \d,+&cote, |
Als Determinante des homogenen Systems erhalten wir

tang, -1

= tan ¢, + cot ¢, = cot ¢, (1 + tan” (pl)
cotgp, 1

Mit den Losungsdeterminanten

0 -1
= =d, +E&cot
1 dy+&cotg, 1 ‘ o Fecote
und
ang, d,tang, +¢&
= =d, tan
> ltan @, d,+<Ecote, 0 AN

ergeben sich fiir den gesuchten Schnittpunkt die Koordinaten

. :ﬂ:dotanqol+§:(
D 1+ tan” ¢,
_&:dotangoﬁf

Yo D 1+tan’g,

d,sin ¢, + fcosgol)COS(pl,
tan @, = (do sin ¢, + &£ cosg, )sin o,

Das ist dquivalent zur Definition

@, = arctan &.

Xo
Daraus folgt die Kreisgleichung
xg + yé = (do sin ¢, + & cosg, )2 = Rlza

aus der wir zusammen mit obiger Bestimmungsgleichung ein lineares Gleichungssystem erhal-
ten:
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R sin ¢, + R, cosg, =d,),
dysin ¢, +(R1 —RZ)COS@ =R,

aus dem wir mittels der Beziehung d, = \/2R R, die Winkel und damit auch die Fehler bestim-
men konnen. Es folgt

_ _ 2 p2
@, = arcsin (R —Ry)-RR, = arccos dy —R;
RI (Rl o Rz ) o doRz deo o (R] B Rz )Rl
bzw.
. RR,+2RR,(R,-R,) 2RR, - R’
@, = arcsin = arccos .
Rz\/2R1R2 +RI(R2 _Rl) RZ\/ZRIRZ +R](Rz _Rl)
Fiihren wir die Variable 7 ein, so ergibt sich
. n++2n(n-1) 2n-1

@, = arcsin ——=—————= = arccos——————.
nv2n+n-1 nv2n+n-1

Dies ist aufgrund der Identitéiten

(1420 (n=1) /21 = (n=1))= (V21 + n(n 1) (20 - 1)
(12 +n =120 = (n=1))= @0~ D)* + 20 —1= 20— 1)n* +1)

gleichbedeutend mit

\/ﬂ+n(n—l) _ arcCosnx/2_—(n—1)

2

@, = arcsin
I+n 1+n’
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Anhang 2: Der Fall eines unendlich kleinen Kriimmungskreises

Bei unendlich kleinem Kriimmungsradius R, (siehe Abb. 6) entartet der Kreisbogen b, = R,
zu einem Geradenstiick / und es gilt

cos @, = & , woraus /=R, L
R, +1 cos @,

/\
k

folgt.

D,

Abbildung 6. Der Spezialfall mit unendlich kleinem Kriimmungsradius

Das kleinstmdgliche Verhéltnis der Bogenldangen bzw. Wege lautet also

b _ 1 —i( ! —1j
b, Ry, ¢,\cose,

Die Tangente an den Kreis mit dem Radius R, schneidet den Kreis mit Radius R, in jedem

Punkt senkrecht. Wegen d, = R, tan ¢, muf gelten:

b

2
ﬁ:% 1+[ﬂj —-1|<1 bzw. 1<;2arctanﬂ
b arctan %o R, . d, . R,
R, + N
2

damit der Ausweichende den kiirzeren Weg zum Schnittpunkt hat. Sei x =d,,/ R,. Dann finden
wir den Grenzwert anhand der Nullstelle der Funktion

g(x)=1+arctanx —v1+x7,

die bei x=1,807 liegt. Fiir samtliche Mandver, die in Abstinden d,,, die kleiner sind als der

L,8fache gegnerische Kriimmungsradius, bzw. unter Winkeln ¢,, die kleiner sind als 61°, ge-

flogen werden, weicht man in den sicheren Bereich aus. Es empfiehlt sich also, den Gegner
lieber etwas nédher kommen zu lassen als vorzeitig ReiBaus zu nehmen.
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