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Aufgabe: Erkldren Sie, unter welcher Bedingung Hyperbel und reziproke Hyperbel denselben
Sachverhalt beschreiben. Begriinden Sie, warum die Allgemeine Relativitdtstheorie ohne den
Drehimpulserhaltungssatz nicht auskommt.

Losung: Nach Albert Einstein ist der Raum gekriimmt und hat die Gestalt einer Hyperbel:
2 2 2
X -y =a,

wobei a ein konstanter Parameter ist. Wir bringen diese Gleichung nun auf die Form einer re-
ziproken Hyperbel, indem wir durch das quadratische Produkt aus beiden Hyperbelkoordinaten
x und y dividieren:
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Mit der Festsetzung
Xy =a’,

was wir axiomatisch fordern miissen, erhalten wir die Gleichung des reziproken Raums, der
damit in den reziproken Koordinaten ebenfalls Hyperbelgestalt annimmt:
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Formen wir nun die VierergroBen fiir Ort und Impuls,

2
P —[ff =s* und f_z_|p|2=p2

entsprechend um, so daf} die euklidischen GréBen auf der rechten Seite stehen, also
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erhalten wir unter Anwendung des obigen Axioms die Ausdriicke

s =" und CLE =I5l

Multiplizieren wir diese Gleichungen miteinander, so stehen auf der linken Seite nur invariante
GroBlen, wahrend auf der rechten nur variable vorkommen:

spEt = |F|2|ﬁ|2.

Copyright © 2016, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 1


http://www.manfredhiebl.de/
http://www.manfredhiebl.de/Physik/physikaufgaben.htm
http://www.manfredhiebl.de/impressum.htm
mailto:Manfred.Hiebl@t-online.de
http://www.manfredhiebl.de/guestbook125661onetwomax.pdf

Physikaufgabe 71

Diesen Ausdruck nennen wir die universelle ,,Weltwirkung®, weil er alle GroBBen der Weltglei-

chung als konstantes Produkt enthdlt. Mit dem obigen Axiom konnen wir ferner die Hyper-
belgleichungen des reziproken Raums wie folgt schreiben:
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SZ CZtZ |]_’:|2 . pZ EZ |1_5|4 .
Diese beiden Ausdriicke multiplizieren wir dann noch mit dem Planckschen Wirkungsquantum,
so daB folgt:

woon n noonic

SZ CZtZ - |’_;|2 : p2 E2 - |ﬁ|4 :

Setzen wir die Orts-Impuls-Relation sp =7 und die Energie-Zeit-Relation Ef =7 des Drehim-
pulses ein,
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pz——2=h— bzw. s —c’t’ = h
c

-2
a

und bringen die Subtrahenden auf die rechte Seite, so erhalten wir die Ausdriicke
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p2=E—2+% und s2=czt2+?—
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und, wenn wir die Wurzel ziehen und das Pluszeichen mit Hilfe der imaginédren Einheit in ein
Minuszeichen umwandeln, das bereits bekannte Ergebnis
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bzw. s= [c*’

Mit den Definitionen fiir Impuls- und Ortsoperator aus der Quantenmechanik

- h = ih
pl=-= bzw. [Fl=—
A= = Fl=p

r
erhalten wir die invarianten Vierergrof3en

2
P lpf wd 5= fff
C

Multiplizieren wir die euklidischen Operatoren fiir Raum und Impuls miteinander, so folgt

Pl = 2 =
151~ Pl
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Bringen wir nun noch den Nenner auf die linke Seite und setzen in die Gleichung der univer-
sellen Weltwirkung ein, ergibt sich

spEt = |F|2|f9|2 =n’,

d.h. geometrischer Orts- und Impulsraum konnen nicht gleichzeitig gro3 oder klein sein, wie
wir das von der Heisenbergschen Unschérferelation her kennen. Wenn der euklidische Orts-
raum ausgedehnt ist, ist der kartesische Impulsraum minimal, und umgekehrt. Das ist kein Un-
schérfe-, sondern ein relativistisches Prinzip, weil beide GroBen umgekehrt proportional zuei-
nander sind. Wenn das Licht im Ortsraum nahezu unendlich lange braucht, bis es den Raum
durchlaufen hat, ist es im kartesischen Impulsraum wegen dessen Singularitdt an Ort und Stelle.
Das ist eigentlich selbstverstdndlich, denn der unendlich ausgedehnte euklidische Raum ent-
spricht einer maximalen Radialkomponente der Expansion, aber einer minimalen Azimutal-
komponente der Bewegung. Im gegenteiligen Fall, in der Singularitit des euklidischen Raums
zum Zeitpunkt des Urknalls, ist das Licht {iberall sofort, weil der Raum wegen der Tragheit der
Masse noch keine Radialkomponente der Bewegung aufgenommen hat, wéhrend der reziproke
Impulsraum hingegen noch maximal ist und dessen Radialkomponente dem Kehrwert der Ra-
dialkomponente des euklidischen Raums gleichzusetzen ist, also sehr grofl werden kann. Ohne
die Einbeziehung der Drehimpulserhaltung bzw. der Wirkung bleibt die Allgemeine Relativi-
tatstheorie unvollstindig, und der Urknall kann nicht notwendigerweise daraus abgeleitet wer-
den.
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