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Aufgabe: Markieren Sie auf einem aufgeblasenen Luftballon zwei Punkte und lassen sie da-
nach die Luft heraus. AnschlieBend blasen Sie den Luftballon mit konstanter Radialge-
schwindigkeit erneut auf. Beweisen Sie, daB ein Lichtstrahl, der von einem der Punkte auf der
AuBenhaut des Ballons ausgeht und langs eines GrolRkreises zum anderen l&uft, diesen nicht
eher erreicht, als bis der Ballon aufgeblasen ist.

Hinweis: Im luftleeren Zustand mdgen die beiden Punkte des idealisierten Luftballons vor
dem Aufblasen im Mittelpunkt zusammenfallen.

Beweis: Sei 1 =r€, der Radiusvektor vom Koordinatenursprung zu einem der beiden Punkte,

d.h. zum Anfangspunkt der Bewegung. Weil die Bewegung langst eines GroRkreises verlauft,
kdnnen wir ebene Polarkoordinaten verwenden. Dann lautet die Ableitung des Radiusvektors

F = 1€, +rg,.

Der Radius r sei proportional zur Aufblasgeschwindigkeit v, r =vt. Die Radialgeschwindig-
keit betrdgt demnach ¢ =v, wobei v konstant sei. Die Bahngeschwindigkeit besteht also aus

den zwei linear unabhéngigen Komponenten der Radialgeschwindigkeit f und der Azimutal-
geschwindigkeit r¢ in Richtung wachsender Winkel ¢. Der Betrag der Bahngeschwindigkeit

ist gleich der Ableitung des Weges nach der Zeit und betragt

Der Weg s werde in der Zeit t mit Lichtgeschwindigkeit zurtickgelegt, also ist s =ct. Die
Weglange erhalten wir durch Integration der Bahngeschwindigkeit gemaR

t t
S =J' V2 +rig*dt :VJ. 1+t*@dt.
0 0
Die Zeit, die wir fur das Aufblasen des Luftballons benétigen, sei gleich der Zeit, die der
Lichtstrahl braucht, um auf seinem langeren Weg*" im Zielpunkt einzutreffen, d.h.

t
S Vv ;
t===—[{l+t%"dt
C Cy

Da Licht sich auch im gekrimmten Raum mit konstanter Bahngeschwindigkeit ausbreitet, gilt

‘?‘ =v4/1+t%p? = const.

In diesem Fall darf die Wurzel vor das Integralzeichen gezogen werden,

! Da der Ballon sich ausdehnt
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t
t= %w/1+t2gb2 [dt= %4/1+t2(p2t
0
Nach Kirzen der Zeit auf beiden Seiten verbleibt der Ausdruck

1:%\/@,

der auRer konstanten Grofien nur die zeitabhdngige Winkelgeschwindigkeit enthalt. Weil in
dieser Gleichung alle GroRen konstant sind, muf} auch das Produkt aus Zeit und Winkelge-
schwindigkeit konstant sein, d.h. t¢ = const. Da die beiden Punkte beim Aufblasen des Luft-
ballons einen konstanten Winkel ¢ einnehmen, gilt ¢ =0, und aus dem Wegintegral folgen
identische Wege: ct =vt. Das ist kein Widerspruch zu v #c, da zwei beliebige Punkte, die
relativ zu einem festen Zentrum um einen konstanten Winkel auseinanderliegen, die folgende
Bedingung erfillen:

s_ct_

C v
p=—=—=— bzw. —=
rvt v c

*%_Ir—‘

Andert sich der Winkel, muB sich auch die Geschwindigkeit dndern. Wird der Winkel kleiner
als 1 bzw. 57,3° (=180°/ pi), kénnen durchaus Uberlichtgeschwindigkeiten auftreten. Das

sollte man bei Berechnungen mittels der Hubble-Konstanten berlicksichtigen. Warum das
ausgeschlossen werden kann, folgt durch Losung der Differentialgleichung

@ =1+t°9°> bzw. ¢°=1+1t%¢p",

die wir nach Trennung der Variablen schreiben kdnnen als

dep  dt
p*-1 1

Unbestimmte Integration fiihrt zu

P ++0° —1=at,

wobei @ eine Proportionalitatskonstante ist. Hieraus ergibt sich zwingend v <c.

Den exakten Weg koénnen wir auch mit Hilfe des Kosinussatzes bestimmen, indem wir ihn
wie in der Abbildung ersichtlich polygonartig zerlegen:
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Der Kosinussatz fur die ersten 3 Wegelemente lautet:

As? = Ar?
As? = Ar? + (2Ar ) — 2Ar(2Ar)cos Ag
As? = (2Arf +(3Ar f — 2(2Ar)(3Ar )cos Ag

Daraus leiten wir die allgemeine Rekursionsformel

As? = ((i—2)Ar )’ + (iAr )’ —2(i —1)Ar -iArcosAg

ab, die wir noch weiter vereinfachen kénnen zu

As? = Ar?(2i(i —1)+1)— 2i(i —1)Ar? cos Ag
= Ar? + 2i(i —1)1 - cos Ag)Ar?,

Mit Hilfe der Kosinusnaherung cosx ~1—x*/2 kénnen wir den Ausdruck noch einmal ver-
einfachen:
As? = Ar?(L+i(i —1)Ag?)

Daraus ziehen wir die Wurzel und erhalten fiir das allgemeine Linienelement
As, = Ary1+i(i—1)Ag?.
Mit Hilfe der binomischen Néherung kénnen wir sodann die Wurzel eliminieren:
5= ZAS = Arz\/lJr—
= ArZ(l+—l Ap j

Die erste Summation liefert einen einfachen Ausdruck, die zweite wandeln wir wie folgt um:

S = NAr +%ArAgp22ﬂ:i(i ~1)=nAr +%Am¢)2[zn:i2 —Zn:ij.

i=1 i=1 i=1

Die Summen kénnen elementar aufgeldst werden, so dal wir vereinfacht schreiben konnen:
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S= nAr+lAm(pz(n(n +1)(2n +1)_ n(n +1)j

2 6 >
2n+1_£j
5 )

= NAr + %Am(pzn(n +1)(

Damit folgt weiter

S=nAr 1+%A(02 —(n +1§(n _1)j

= nAr 1+%A¢2(n2 —1))

~ NAr 1+%(nA¢))ZJ.
Mit r =nAr und ¢ =nAg ergibt sich die endgultige Formel

1,
s=r/l+—=¢" |
( 6‘”)

Fur ¢ =7, d.h. fir zwei gegenlberliegende Punkte im Raum bzw. einen Halbkreis auf der
Sphare, erhalten wir damit eine vernunftige Naherung, denn es ist

1, 1 =z 1 3) 5
S=rl+—z"|=7w-f¥| —+—|=~7x-f|—+—|=—m-F=x-I.
6 T 6 3 6 6

Copyright © 2016, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 4



