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Aufgabe: Losen Sie die Weltgleichung und leiten Sie daraus die Feldgleichungen der beiden
vierdimensionalen Unterrdume ab. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Losung: Die Klein-Gordon-Gleichung im Zeit-Ortsraum lautet:

n* o’
[_C_2§ + h2V2Jw(t, l_’:): f)zl//(l‘, I_’"),

wobei p =i(h/2)0/0s der Unschirfeoperator des Viererimpulses ist. Einerseits haben wir nun

aufgrund der Matrixdarstellung im Zeit-Ortsraum

2 A2 r- -
A:—h—za—2+h2v2=(iﬁ§+ihvj(iﬁg—ihvj= E—f) £+f)
c” ot c Ot c Ot c c

folgendes Eigenwertproblem zu Iosen:
Ay(t,7)=py(t.7)
Die Eigenwerte entsprechen gemiB
E* = p*c? = (E +|plc)E -|ple)= p*c?
den Lsungen
E+|plc=pc und E-|plc=pc.

Im Energie-Impulsraum gilt die Klein-Gordon-Gleichung des reziproken Raums:
2.2 62 2v72 - a2 -
L= ®(E, p)=5"O(E, p),

wobei § =—i(h/2)0/0p der Unschérfeoperator der Raumzeit ist. Hier haben wir aufgrund der
Matrixdarstellung

2

A, =3¢ % + RV = (ihc% - ihvpj(ihc% + ihV) = (cf —#)ci +#)

p

das analoge Eigenwertproblem
=\ _ A2 —
qu)(E’ p)_ s CD(Ea p)
zu losen. Die Eigenwerte haben gemif3

e (ct - |F|Xct + |17|) =5
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Physikaufgabe 64

die Losungen
ct—|i7|=s und ct+|i7|:s.
Fassen wir die Klein-Gordon-Gleichungen fiir Ort und Impuls zusammen, so erhalten wir die

Weltgleichung

[_hzczaa_;mw;)( o w] (E. pWle. 7)= & 0(E. 5 (0.7)

2o
Mit der Weltwellenfunktion
Y, E, p,7)=D(E, pllt, 7),
welche die Eigenwertgleichung
A AY(, E, p,7)=58p"Y(t, E, p,7)

erfillen muf}, wobei

der Wirkoperator ist, folgt daraus der Ausdruck
a - 4 4
e ) e R R sy

Diese Gleichung lautet ausmultipliziert

n o 2 2 07 ) . .\ o, 7) O*O(E, p)
-1’V? | hc hV t,F)D\E, p)=—

(2o e S ot it p)- 1 S0

2o
und kann in die beiden Gleichungen

o, ROyt 7)
~h*V — o)
(c o’ jl//( ) 4 o5’

und

o .\ K OO(E, p)
et ——-n’v? |®o(E, p)=——2 !
[ oE® j (£.5)=7 o’

separiert werden. Indem wir die Weltwellenfunktion als Produkt von Materie- und Strahlungs-
wellen, d.h. als Quadrat der Vierervektoren von Ort und Impuls definieren, i.e

(e, F)O(E, p)=s7(1.7)p*(E, p),

Copyright © 2016, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten.

Seite 2




Physikaufgabe 64

konnen wir die Weltgleichung in vier Eigenwertgleichungen separieren:

ho .\ hos(t,7) o .\ haop(E, p)
ho sy PONT) ind | e +mv |p(E, p)= 2P P)
(c@t js(t’r) 2 os (CaE "jp( P)=3 o

von denen nur die mit dem negativen Vorzeichen physikalisch sinnvoll sind, d.h.

(Eﬁ —ths(t, F)=n os(t. 7).

c ot 2 0Os
0 _\_hop(E, p)
he——nV_ |p(E, p)= 222

Das sind die Feldgleichungen des achtdimensionalen Raums. Wir beschrénken uns im folgen-
den und aus Griinden der Einfachheit auf eine Ortsdimension. Mit Hilfe der Heisenbergschen
Unschérferelation

h
AsAp =—
P=3

konnen wir diese Gleichungen in einer Dimension linearisieren,

1 as(t, x) 3 as(t, x) _ gs(z‘, %),
c ot ox h

op(E, p,) ap(E, p,) As
o) ) _BS (E )
e o p p(E, p,)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist das differentielle Wegelement in zwei Dimensionen
gegeben durch

ds* =c*di* —dx® bzw. ds(ct,x)=+/d(ct) —dx*,

wobei das totale Differential nach der Speziellen Relativititstheorie gegeben ist durch

ds(ct, x)= dset, x) dct + s(et, x) dx =0.

oct Ox
Die partiellen Ableitungen sind

0s ct ct os X X

a4 Loy B X X
oct 1/02[2 — x2 S Oox ‘\/Czl‘2 — x2 S

Formen wir das totale Differential entsprechend um in

ds = c—tdct - za’x bzw. sds = ctdct — xdx,
s S

erhalten wir nach Integration den invarianten relativistischen Weg

Copyright © 2016, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 3



Physikaufgabe 64

s=~c*t* —x* =const bzw. s*=c*t’ —x* =const.

Damit ist

ds* =0 bzw. a’(czt2 - xz): 0.
Das ist dquivalent zu

c’dt* =dx’ oder ctdct = xdx

und fiihrt nach Division durch s zu einer exakten Differentialgleichung:

Der Vergleich mit den partiellen Ableitungen von s zeigt, da3 es zwei stetig partiell differen-
zierbare Funktionen

_ Os _ Os

Set = A0 SxT A
Oct ox
gibt, welche die sogenannte Integrabilititsbedingung

0s 0s

X ct

dct  Ox

erflillen. Das zweidimensionale Vektorfeld (Sm Sx) 148t sich damit als Gradient des Weges s

darstellen:
ct
Vs=|"|=| s
Sy _r
S

Weil aufgrund der Integrabilitdtsbedingung die Rotation des Vektorfeldes (Sct, Sx) verschwin-

den mub, i.e.

0

VxVs=| 0t |x St :%—%:O,
0 s.) Oct Ox
ox

gibt es ein zweimal stetig differenzierbares Potential s, das dem Satz von Schwarz geniigt:

0%s Os Os

2
X _ ct aS

Octox B oct  Ox B oxoct
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Da also das Vektorfeld (SC,, sx) eine Potentialfunktion besitzt, erfiillt die totale Ableitung von

s nach ct die Differentialgleichung

ds(ct, x) _ as(ct, x) N as(ct, x) dx
dct oct ox dct

=0.

Die zweiten partiellen Ableitungen

0%s B xct _ xct
oxoct JEVCR) T8
0’s B xct _ xct
dctox JEICR) 3 5_3

sind daher identisch. Das gleiche kdnnen wir sinngemif3 fiir den Viererimpuls zeigen. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit ist das differentielle Impulselement in zwei Dimensionen ge-
geben durch

2
dp2 = dE; —
C

dp} bzw. dp(E/c,p,)=\d(E/c} -dp},

wobeil wir das totale Differential schreiben konnen als

o Elep) oy PEC D),

dp(Elc,
p(E/e, p, I o, .

Die partiellen Ableitungen sind gegeben durch

op _ E/c :E/c und op D, __P:
OE/c \/Ez/cz—pf p

Formen wir das totale Differential entsprechend um in

dp:E—/Ca’E/c—&dpx bzw. pdp:(E/C)dE/C—depxa
p

p

so erhalten wir nach Integration den invarianten relativistischen Impuls

|E? E’
p=+—5—p:=const bzw. p’==—p’=const.
C C

Damit ist
2
dp* =0 bzw. d(E—z—pf] =0.
c

Das ist dquivalent zu
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dE?

3 =
C

dp? oder (E/c)E/c=p.dp,

und fiihrt nach Division durch p zu einer exakten Differentialgleichung:

E d )
_-& px = pE/C +pﬁx px :O.
cp p dE/c dE/c

Der Vergleich mit den partiellen Ableitungen von p zeigt, dal} es zwei stetig partiell differen-
zierbare Funktionen

op _Op

oE/c Pr T

pE/c: _apx

gibt, welche die obengenannte Integrabilititsbedingung

Py, _ P
OE/c  0Op,

erflillen. Das zweidimensionale Vektorfeld (pE s P px) 148t sich damit als Gradient des Impul-

ses darstellen:
E
Vp = Pgre | _| pe .
Dy, _Px
p

Weil aufgrund der Integrabilitdtsbedingung die Rotation des Vektorfeldes (pE Jos ppx) ver-

schwinden muf, i.e.

0

Vuvp=| PElc |y Pric|_ Pp e _
9 |"\p, ) 0Elc op,
P,

gibt es ein zweimal stetig differenzierbares Potential p, das dem Satz von Schwarz gentigt:

o’p :app, zapE/c: o’p
OE/cép, OE/c 0Op, OpOE/c

Da das Vektorfeld (pE Jes Py ) eine Potentialfunktion besitzt, erfiillt die totale Ableitung von p
nach E/c die exakte Differentialgleichung

dp(E/C, px): 8p(E/C, p'c)+ ap(E/C, px) dpx —
dE/c OE/c op, dE/c
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Die zweiten partiellen Ableitungen

p _EO1_pE
opOE/c cop, p pc’

’p _p. p _pE
OE/cop, p°OElc pc

sind daher identisch. Aus der Heisenbergschen Unschérferelation

OpOs = OEot o = ok
ot Op
folgt wegen
»_E _m
0E pc* p

und mit Hilfe der Umformung

0’s op 0’s oF 82s_ » 0 0s

m-— =m— =m—5 —mc
ot ot ot° Os ot 0s Os
das Kraftegleichgewicht aus Tragheitskraft und Schwerkraft, d.h.

2 2
F:ma—f—mcza—izO.
ot Os

Dabei ist die schwere Masse gleich der trdgen Masse. Man kann den Beweis auch klassisch
fiihren, indem man setzt:

dploll —orar < PI_CE
or  Olr|

Mit der Definition der Geschwindigkeit
_ O _2E _pl
ot 8|p| m
ergibt sich

ov OF
=m =0.
or Ol

Setzen wir die Geschwindigkeit ein, folgt weiter

2
h ok _,

F = =
"ot T
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und nach Substitution der Energie £ =mc® erhalten wir

G RPN | D I i

F= an_ — 0.
Mo T Ao " Ay " At 0

Nach entsprechender Umformung ergibt sich

S| | _
8|r|2 Act)

Wir erkennen darin unschwer eine Abbildung der Raum-Zeit-Relation in der Singularitét fiir
s=0, i.e.

2
2
2_h|_5
2 - 2
c c

t

Nochmaliges Differenzieren von

lM—Vs(t, ;):lﬁs(ta ’7)
c Ot 2 Os

nach der Zeit fiihrt mit Hilfe der Unschérferelation auf eine Differentialgleichung zweiter Ord-
nung

0%s Os _mc 0 ds _mc Cp 0’s

m-—— —_——

5 cV—=— = >
ot ot 2 o0tos 2 OF ot
Substituieren wir

os _p

— un
o m OE p
so folgt weiter

0’s pc 1mec® &s
m——mV—=— m—-
ot m 2 pc Ot

bzw. mit den Abkiirzungen E, , = pc und E = mc’

0%s VE——l E %

pot

> —m =——m—.
ot m 2E, Ot

Mit Einfihrung des Potentials ¢ =E,,/m erhalten wir das Gravitationsgesetz des achtdimen-

sionalen Raums
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2 1 E 2
ma—f—mV¢ = ——ma—f.
Ot 2E,, ot

Wenn alle Energie noch potentielle Energie ist, d.h. solange noch keine kinetische Energie vor-
handen ist, also gleich zu Beginn des Universums, gilt

1 0%

—m—-=mV¢.

2 o ¢

Wenn alle Energie kinetische Energie ist, d.h. wenn die potentielle Energie aufgebraucht und
damit gleich null ist, also am Ende des Universums, gilt wegen ¢ =0:

2
m 6—5 =0,
ot
d.h. die Geschwindigkeit hat einen konstanten Wert erreicht, ndmlich den der Lichtgeschwin-
digkeit. Das ist kurz vor dem néchsten Urknall der Fall, wenn die Gravitationskraft keine Be-
schleunigung mehr aufweist.

Aufgrund der Heisenbergschen Unschirferelation

Osdp =0FE0t < G = o
OE Op
folgt wegen
p_o_m
OE 0Os p

und mit Hilfe der Umformung

2
Op_oa_,

OE> 0sOE

durch Substitution der Ausdruck

o’p ot 0 O°p m’ o op

OE® os’dp OE: p’ opop

Durch Umformung ergibt dies die Relation

2 2
mzc4a_]9_pzcz apzzo.
P AE/c)

Man kann den Beweis auch klassisch fiithren, indem man setzt:
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orclp| —oF0r < 2l _ 2
oE  d)p|

Mit der Definition der , Impulsgeschwindigkeit*!

Pl _a _m

oE o] ||
ergibt sich die zweite Energieableitung zu

’p| o o
2 Al A = O’
OE®  Olr| O

nach Substitution der Geschwindigkeit erhalten wir

| o o Op| m* o opl

OE® o dp| OE® p[* dp|ap|
und nach Umformung die Relation

20 Ol

L L
olp|

0.
ple AE/c)

m

Wir erkennen darin unschwer eine Abbildung der Energie-Impuls-Relation in der Singularitét
fir p=0, i.e.

m’c* —|p|zc2 =p’c’.
Nochmalige Differentiation von

op(E, p)

cﬁp(Ea]_j)_vpp(E’ﬁ):% 6p

OFE

nach der Energie flihrt mit Hilfe der Unschérferelation auf eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung
i@zp 1 v op 1 Ga_p_iﬁl(?zp

m OE>  mc pﬁ_chaEﬁp 2c 0t m OE*"

Substituieren wir

1 D.h. der Ableitung des Impulses nach der Energie
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so folgt weiter

10°p 1v m _1 pc 10°p

moE> m ppc_2chE6E2

bzw. mit den Abkiirzungen E,,, = pc und E =mc’

10p 1 m _1E,10p
moE* m 'E 2 E moE*

pot

Mit Einfiihrung des reziproken Potentials ¢, =m/E,, erhalten wir das reziproke ,,Gravitati-

t
onsgesetz* des achtdimensionalen Raums
10°p 1 1E, 10°p

2V § = bt
mOE* m o 2 E mOE?

Falls die potentielle Energie gleich null ist, d.h. wenn alle Energie kinetische Energie ist, ist die
Summe der ,,reziproken Kréfte* ebenfalls gleich null:

10°p 1
—9P_"y 4 =0,
moE* m o

d.h. wie befinden uns im Zeitpunkt kurz vor dem nichsten Urknall. Wenn die potentielle Ener-
gie maximal ist, also gleich der Gesamtenergie, folgt

1 182p:

-1
2" e = Vot

Dann besitzt das All noch keine kinetische Energie, wir befinden uns im Zeitpunkt kurz nach
dem Urknall, in dem die energetische Impulsbeschleunigung null und die energetische Impuls-
geschwindigkeit konstant ist. Der Viererimpuls selbst wichst also am Anfang linear.

Mit dieser Aufgabe und den vorangegangenen haben wir versucht, die Quantenmechanik mit
der Allgemeinen Relativitétstheorie zu verheiraten und eine einheitliche Feldtheorie abzuleiten.
Da die Masse kein Vorzeichen hat, bezieht sich die Losung der Eigenwertgleichung mit dem
positiven Vorzeichen auf ein vergangenes oder zukiinftiges Universum. Die Materie- und Strah-
lungswellen fiir Ort und Impuls 16schen sich zum Zeitpunkt des Urknalls gegenseitig aus. Er-
setzen wir beispielsweise die Masse durch die Ladung, welche ein Vorzeichen besitzt, so schlie-
Ben wir daraus, daf3 das vorhergehende und das kiinftige Universum vollstindig aus Antimaterie
bestehen muf3. Wenn Materie und Antimaterie aufeinandertreffen, wandeln sie sich gegenseitig
vollends ineinander um. Das ist es, was man als den sogenannten Urknall bezeichnet. Gleich-
wohl entsteht das Universum nicht aus dem Nichts, weil das Produkt aus Ort und Impuls bzw.
Energie und Zeit nicht kleiner werden kann als ein hilftiges Wirkungsquantum. Weder die Null
noch das Unendliche sind exakt approximierbar, d.h. weder die Raumzeit noch die Impulsener-
gie konnen aus dem Nichts erzeugt worden sein, schon allein deswegen nicht, weil die Wirkung
erhalten bleibt, was nichts anderes bedeutet, als dal3 die letzte Ursache und die erste Wirkung
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identisch sind. Den von der Quantenmechanik in der Kopenhagener Deutung postulierten Zu-
fall gibt es nicht, da es sich um einen rein relativistischen Effekt handelt. Die Welt lduft deter-
ministisch und vorherbestimmt ab. Die neuronalen Netze der organischen Materie haben offen-
bar die Eigenschatft, sich durch Lernprozesse selbst vorherbestimmen zu kénnen, ohne dal} es
dazu eines externen Einflusses bedarf.
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