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Aufgabe: Leiten Sie die ,,Klein-Gordon-Gleichung® fiir den reziproken Raum her, 16sen Sie
sie fiir die Singularitidt und ziehen Sie entsprechende Schluflfolgerungen in bezug auf einen
»Raumsprung*.

Losung: Fiir p =0 folgt aus der differentiellen Energie-Impuls-Relation

2
dp2 = dE2 —
C

dp; —dp; —dp?

aufgrund der Invarianz des infinitesimalen Impulsoperators
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die Klein-Gordon-Gleichung der Raumzeit:

1 0 &2 0’ 0’ p2 -
————————-——+4+"—plt,7)=0.
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Dabei haben wir die Definitionen des differentiellen Impuls- und Energieoperators

dﬁx=—ih§, dap =—z‘h3, djozz—ihﬁ, di=inl
ox g oy 0z ot

verwendet und von dem Umstand Gebrauch gemacht, dafl die Klein-Gordon-Gleichung eine
Eigenwertgleichung ist:

dp*w(t,7)= p*w(t, 7).
Mit Hilfe des Laplace-Operators

2 2 2
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ox- ox° ox

konnen wie diese Gleichung einfacher schreiben als

2 2
(La——A+ P j{//(t, 7)=0.

c? ot? h_z

Fir p =0 hingegen folgt aus der Energie- Impuls-Relation aufgrund der Invarianz des infini-

tesimalen Wegelements
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OF dp, Op, Op:
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die Klein-Gordon-Gleichung des reziproken Raums

2 2 2 2 2
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OE” oOp, Op. Op. h

wobei wir die Definitionen des Orts- und Zeitoperators

F=inl j;:ihi s=inl i=—inl
op, ap, op, OF

verwendet haben. Mit Hilfe des Laplace-Operators bzgl. des Impulses

2 2 2
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konnen wir die Wellengleichung des reziproken Raums schreiben als

, 0 s .
(c 5 A, + h—zjq)(E, p)=0.

In der Singularitit wird die Wellenldnge aufgrund des Potentialwalls verschwindender Weg-
lange gleich null. Damit lautet die homogene Klein-Gordon-Gleichung des reziproken Raums

2

6E2 CD(E9 p)_Ap(D(Es ﬁ)=0

2
C

Wir l6sen diese Gleichung in einer Dimension analog zur Klein-Gordon-Gleichung der Raum-
zeit, d.h.

wobei die Losung gegeben ist durch
LiE—p,) tE—xp
®(E, p,)= iRIg(x)eh dx = jg(x)cosT"dx.

Die erste energetische Ableitung ergibt sich zu

0D(E, p,) _ [ cos B =P g -

. tE—xp, .,
OE oE h

t

— | glx)sin

, [e(x) -
gefolgt von der zweiten

GZ(D(E,pX)__t 0 . tE—xp, __12 tE—xp,
T %J.g(x)asm de = ?J.g(x)cosde.

Die erste Impulsableitung der Energie- Impuls-Wellenfunktion ist
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—8(1)(;; r.) = Ig(x) ai cos e _thx dx = %jg(x)xsin 1E—xp, —thx dx,

und die zweite Ableitung lautet

g(x) 0 sin tE—xp, dx =

op, h

O*®(E, p,) _ |

L tE—xp, .
op; 7]

—h—lzj 2(x)x? cos

In die reziproke Klein-Gordon-Gleichung eingesetzt erhalten wir

2 2
¢’ a—zd)(E, px)—M = —%Ig(x c’t’ —xz)costE_%dx =0,

COE op:

woraus sich wegen x=ct die Energie-Impuls-Wellenfunktion des reziproken Raums in ihrer
einfachsten Form ergibt:

o(E, p,)= | g(X)COStE_% dx={ g(X)dx}COS{% g - pxﬂ-

Wihrend im reziproken Raum die Zeit eine Erhaltungsgrof3e ist, bleibt wegen E = p c¢ in der

Singularitit der Raumzeit die Energie erhalten:

0= [ 10 Joos E L, = 1o M Jeos - er =)

e
In der Singularitét selbst gilt
CD(O, O) = .[ g(x)dx.

Nehmen wir die Amplitudenverteilung als normalverteilt bzw. gau3formig an, so konnen wir
den Betrag der Wellenfunktion mittels der Definition

1 o [2p
mﬁmkE;%M;g%ew

in der Singularitit auf eins normieren:

prxz

qn(o,o)z\/%%jeﬁzdx:l.

Mit der GauB3verteilung aufgrund stochastischer Zerfallsprozesse von Ort und Impuls, Energie
und Zeit haben wir angenommen, daf3 auch die reziproke Impuls-Energie-Wellenfunktion auf-
grund der Unschérferelation in der Lage ist, die Potentialbarriere der Singularitdt zu durchtun-
neln. Folglich erhalten wir mittels
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uamké&mw{ﬁf—mﬂ

eine spezielle Losung der homogenen reziproken Klein-Gordon-Gleichung. Die Sinusfunktion

ist ebenfalls eine Losung, so daB3 wir die allgemeine Lésung in komplexer Notation schreiben
konnen als

D(E, p,)=d(0, o)ei;t[f_p‘)

Die konjugiert-komplexe Wellenfunktion

B, )= 30,06 1"

gereicht uns zur Bildung des Betragsquadrats {iber das Produkt

1E_
c

__ __ iﬁ( px] *icft(gfpx]
®(E, p,JO(E, p,)=2(0,0)D(0,0)e " e e,
Damit konnen wir ebenso wie fiir die Raumzeit auf eins normieren:
(&, p,) =@(E, p,)O(E, p,)=2(0,0)®(0,0)=|a(0, 0) =1,

womit die Wahrscheinlichkeit, Energie und Impuls eines Teilchen irgendwo im reziproken
Raum zu finden, genauso grof ist wie in der Singularitét.

Der reziproke Raum ist unanschaulich, aber er ist fiir das Verstdndnis der relativistischen Weg-
und Impulsinvarianz unverzichtbar. Ein vierdimensionaler Raum reicht dafiir allein nicht hin.
Die Zeit ist ein Begriff, der nur auBBerhalb der Singularitit einen Sinn ergibt. Der Raum ist an
die Zeit gekoppelt, ohne Zeit wiirde auch er nicht existieren. Das gleiche gilt fiir Energie und
Impuls. Wir brauchen einen materiellen Korper nur auf Lichtgeschwindigkeit zu bringen, um
ithn irgendwo in der Raumzeit durch Verlangsamung neu entstehen zu lassen, auf da3 er wieder
materielle Gestalt annimmt. Seine Energie geht dabei nicht verloren. Was mit seiner Struktur
geschieht, wissen wir nicht. Sie kriimmt sich aber aufgrund der Gravitation unendlich. Masse
und Materie sind iiberhaupt nur fiir Geschwindigkeiten unterhalb der Lichtgeschwindigkeit
plausibel. Was sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, verliert an Raum, weil sich seine Linge
zu null kontrahiert. Wer sich selbst mit dem Licht bewegt, bewegt sich zu nichts hin und von
nichts weg. Die einzige Chance, aus diesem Zustand herauszukommen, ist Energie abzugeben.
Wie das aber moglich sein soll, ist ein anderes Ritsel.
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