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Aufgabe: Losen Sie die Klein-Gordon-Gleichung in der Singularitit der Raumzeit. Was schlie-
Ben Sie daraus fiir das Weltall?

Losung: Die relativistische Klein-Gordon-Gleichung lautet in einer Dimension
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In der Singularitit fiir m =0 folgt daraus die eindimensionale homogene Wellengleichung
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deren Losung gegeben ist durch

(pox-Er) — Et
v 0)=%[ f(p)e" "™ dp,= [ f (px)COS%dpx-

Die erste Ortsableitung der Wellenfunktion ist

6(//x t p.x—Et 1 . px—FEt
0s ———dp =—— sin —~——dp_,
=[ 1) ——dp, == [ f(p)p.sin = dp,
und die zweite Ableitung lautet
621//( 6 p.x—Et 1 , px—Et
=—— m"—d =—— cos———dp..
~ If PP ——dp. == [ /(p.)p} ——dp,

Die erste zeitliche Ableitung ergibt sich zu

oy (x.1) B _E  pox—Et
W 22 = [ 1(p.) —COSp B dp, = [ f(pJsin B dp,,

gefolgt von der zweiten

Dy (x, ¢ . px—Et E’ px—Et
— =— n———dp =—— cos—~——dp..
” If p)osn = —=dp, === [f(p.) p,
In die Klein-Gordon-Gleichung eingesetzt erhalten wir
Py(x,t) 1 82 p.x—Et
=)~ wlx, = os == dp =0,
ox’ 2o’ -[ /o P h Px

woraus sich wegen E = p ¢ die Wellenfunktion in ihrer einfachsten Form ergibt:

‘/’(x’t)zjf(px)COSE(h dp, =] £ (p. )dp, Jcos (h;“)
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Physikaufgabe 56

In der Singularitét selbst gilt

W(O’ O) = J.f(px)dpx
Nehmen wir die Amplitudenverteilung normalverteilt bzw. gauBformig an, so konnen wir den
Betrag der Wellenfunktion mittels der Definition
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in der Singularitét auf eins normieren:

2 x s
— n? —
W(0,0)—\/;gje dp. =1.

Mit Annahme einer GauBverteilung aufgrund stochastischer Zerfallsprozesse von Ort und Im-
puls, Energie und Zeit haben wir zugleich impliziert, dafl die Wellenfunktion aufgrund der Un-
schérferelation in der Lage ist, die Potentialbarriere der Singularitét zu durchtunneln.

Folglich erhalten wir mittels

E(x—ct)'

w(x, t) = 1//(0, 0)cos
hc

eine spezielle Losung der homogenen Klein-Gordon-Gleichung. Die Sinusfunktion

E(x - ct)

w(x,1)=w(0,0)sin
he

ist ebenfalls eine Losung, so dall wir die allgemeine Losung in komplexer Notation schreiben
konnen als

,E(x—ct)

v(x )=y (0.0 * .

Die konjugiert-komplexe Wellenfunktion

4E(x—ct)

7 (x.0)=7(0.0)

benétigen wir zur Bildung des Betragsquadrates liber das Produkt

E(x—ct) ,E(x—ct)

w(x, 037 (x,£) = (0, 0)7 (0,0 " e

Damit konnen wir auf eins normieren:

|V/(x> t)z = W(x’ t)'>7(x’ t) = I//(O, 0)(7(05 0) = |V/(0’ 0)2 =1,
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womit die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen irgendwo in der Raumzeit zu finden, genauso grof3
ist wie in der Singularitét, ndmlich 100 %, d.h. im Weltall geht kein Teilchen verloren und es
kann keines hinzukommen. Da heift natiirlich auch, daf} das Weltall nicht entstanden sein kein,
weil der Betrag der Wellenfunktion zu jedem Zeitpunkt und an jedem Ort des Weltalls gleich
grof3 ist. Das ist konsistent damit, dafl das Universum auch wieder in einer Singularitét ver-
schwinden muB, ehe es zu einer erneuten Expansion kommen kann.
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