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Aufgabe: Erkliren Sie den radioaktiven Zerfall quantenmechanisch.

Losung: Nehmen wir an, der radioaktive Zerfall unterliege einer Wahrscheinlichkeitsdichte der
Form'

1 7l(t7T1/2 )2
2 AP

1= oo

die auf Eins normiert ist, d.h.

J‘eii At gr=1.

—00

1 too (=735 )

_[Of(t)dt: \/ﬂAt

Dabei ist 7;,, Halbwertszeit des radioaktiven Zerfalls und A¢ die Unschérfe bzw. Streuung der

Verteilung. Dann ist der zeitliche Erwartungswert gegeben durch
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Mit der Relation
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folgt fiir den quadratischen Zeitmittelwert
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und damit die Identitéit
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bzw. die Unscharfe

1 Genaugenommen gehorcht der radioaktive Zerfall einer Poisson-Verteilung, wobei die Zeitunschirfe der Wur-
zel aus der Halbwertszeit entspricht.
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Ar= ()= ().
Nun gilt die Aquivalenzbeziehung
At=0 < t=(F)=(t)=T,,,

d.h. die Zeit entspricht nur dann ihrem Erwartungswert, wenn ihre Unschérfe gleich Null ist. In
quantenmechanischen Systemen ist die Zeit hingegen unscharf, denn es gilt die Heisenbergsche
Energie-Zeit-Unschérferelation
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wobei AE die Energieunschirfe des quantenmechanischen Systems ist und # das Plancksche
Wirkungsquantum. Formen wir nun die Zeit, d.h. die Wurzel aus dem quadratischen Zeitmit-
telwert, mit Hilfe der binomischen Nédherung entsprechend um, indem wir noch die Zeitun-
schirfe sehr viel kleiner annehmen als die Halbwertszeit, erhalten wir
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Setzen wir aufgrund der Heisenbergschen Unschérferelation
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in die obige Gleichung ein, erhalten wir die Abschiatzung

Daraus ersehen wir, da3 der zweite Term auf der rechten Seite gegeniiber der Halbwertszeit zu
vernachldssigen ist, wenn die Energieunschirfe sehr grof ist, d.h. wenn
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Wenn umgekehrt AE sehr klein wird, steigt der zeitliche Erwartungswert {iber alle MaBlen, weil
gleichzeitig die Zeitunschérfe dramatisch zunimmt.

Freie Teilchen, die keine Energieunschirfe haben, zerfallen also nicht, weil ihr zeitlicher Er-
wartungswert unendlich ist, sie sind stabil. Nuklide mit geringer energetischer Streuung kénnen
folglich extrem hohe Lebensdauern erreichen, wihrend Nuklide mit hoher energetischer Streu-
ung bzw. Varianz umgekehrt schon nach sehr kurzer Zeit zerfallen konnen. Letztere erfiillen
auch die obige Ungleichung desto leichter. In der Tat sind die Halbwertszeiten um so grofer,
je geringer die spezifische Aktivitdt eines Isotops ist. Leichte und symmetrische Nuklide wie
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das Proton zerfallen gar nicht’. Die Trigheit groBer Massen verursacht in der Regel kleinere
Streuungen und daher eine um so hohere Lebensdauer. Grundsétzlich ist also die Zeit in einem
quantenmechanischen System genauso unscharf wie der Ort oder Impuls, zumal nach der All-
gemeinen Relativitdtstheorie Raum und Zeit einen Vierervektor bilden, dessen Komponenten
alle die gleichen Eigenschaften haben miissen.

Da die Zeit in einem quantenmechanischen System aufgrund der Heisenbergschen Unschérfe-
relation quantisiert ist und um den Erwartungswert streut, liegen von N Teilchen eines Ensem-
bles nach einem radioaktiven Zerfall genau die Hélfte liber dem zeitlichen Erwartungswert der
GauBverteilung, die andere Halfte darunter und kann daher nicht zerfallen, weil die Zeit nur
diskrete Schritte erlaubt. Nach einer weiteren Halbwertszeit sind nur noch ein Viertel aller Iso-
tope vorhanden, nach drei Halbwertszeiten ein Achtel usw. Wire dem nicht so, wiirden alle
radioaktiven Isotope des Universums schlagartig zerfallen und die Materie wiirde dahinschmel-
zen wie Butter.

2 Jedenfalls wurde noch kein Zerfall beobachtet.
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