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Aufgabe: Begriinden Sie, warum das Weltall am Ende in eine Singularitit miinden muf3.

Losung: Die potentielle Energie eines ins Unendliche versetzten Massenpunkts als Folge des
Urknalls betrdgt anders als bei einem gebundenen System
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da vom Gravitationsdruck Arbeit gegen die anziechende Gravitationskraft verrichtet werden
muf. Daher lautet der Energieerhaltungssatz fiir einen Massenpunkt m, der vom Radius 7 ins
Unendliche gebracht wird,

E=E,, +E,, = %m(r'2 + 17 )+ GmM
r

wobei M die Masse des Universums ist, 7 die Radialgeschwindigkeit des Massenpunkts und
¢ seine Winkelgeschwindigkeit. Die GroBe G ist die Gravitationskonstante. Nach Einsetzen

des Drehimpulserhaltungssatzes L = mr’¢p kdnnen wir schreiben:
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Nach den Aussagen der Allgemeinen Relativitétstheorie hétte ein im Unendlichen befindliches
Objekt die Gesamtenergie E =mc®, woraus sich eine Radialgeschwindigkeit 7 = J2e, ergibe,
was aber nicht sein kann, weil sich nach der Speziellen Relativititstheorie nichts schneller be-
wegen kann als das Licht. Begrenzen wir daher die Radialgeschwindigkeit auf 7, = ¢, so folgt

der maximale Radius R des Universums am Ende seiner Ausdehnung aus der Gleichung

, L' 2GM
C :?4_—'
m°R R

Multiplizieren wir diesen Ausdruck mit R* und dividieren ihn gleichzeitig durch ¢?, erhalten

wir die quadratische Gleichung

2GM I
- R- =0.
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Mit der einzigen physikalisch sinnvollen Losung
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hitte ein Weltall ohne Drehimpuls den Radius
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Setzen wir den Drehimpulserhaltungssatz L =mRv in die obige Gleichung ein, so ergibt sich
fiir ein Weltall, welches einen Drehimpuls besitzt, ein Radius von

2GM V2
s /el

was im Grenzfall v — ¢ eine unendliche Ausdehnung hétte, wenn die Ruhemasse dabei nicht

R=

selbst gegen Null gehen wiirde:
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Natiirlich kann sich die Ruhemasse nicht einfach in Nichts auflosen, sondern sich hochstens in
dunkle Materie bzw. Energie verwandeln. Dieser Prozef3 scheint um so effizienter zu verlaufen,
je starker sich die Geschwindigkeit der sichtbaren Materie der Lichtgeschwindigkeit ndhert.
Das kann energetisch nur erklédrt werden, wenn die ErhaltungsgréBe nicht die Energie, sondern
die Entropie ist, und zwar unter EinschluB3 von sichtbarer und dunkler Materie. Im tdglichen
Leben merken wir davon nichts, weil die Geschwindigkeit der bewegten Massen, mit denen wir
es zu tun haben, zu weit von der Lichtgeschwindigkeit entfernt sind. Auf kosmischer Ebene
hingegen konnen wir den Massenverlust jedoch sehr wohl feststellen, weil Schwarze Locher an
Masse zunehmen, und diese kann nur der sichtbaren Masse entzogen worden sein.

Im Falle eines starren Korpers miissen wir die Energien entsprechend anpassen. Die kinetische
Energie einer rotierenden Kugel ohne Translationsenergie! betriigt
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wobei L =0®@ der Drehimpuls ist. Wenn wir im folgenden ein kugelférmiges All mit homo-
gener Dichteverteilung annehmen, diirfen wir das Trégheitsmoment fiir eine Vollkugel verwen-
den, d.h.
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was zu einer Rotationsenergie von

2
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1 n diesem Sinne besitzt der Schwerpunkt des Weltalls keine Geschwindigkeit.
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fiihrt. Die potentielle Energie einer expandierenden Vollkugel ist gleich ihrer Bindungsenergie
und betragt
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Sie muB, damit es sich ausdehnen kann, vom Gravitationsdruck gegen die das Weltall zusam-
menhaltende Gravitationskraft aufgebracht werden und zédhlt daher wie oben positiv. Damit
erhalten wir folgende Gesamtenergie:
5L 3GM°

+ — =

E:Erat+Epot:_

5 Mc?,
A4Mr- 5 r

wobei wir noch von der Einsteinschen Energie-Masse-Aquivalenz Gebrauch gemacht haben.
Der Riickgang der Energie im Unendlichen kann erkldrt werden, indem man annimmt, daf3
sichtbare Materie und damit Energie in einem supermassereichen Schwarzen Loch verschwin-
det. Da die kinetische Energie im Grenzfall einer Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit nie-
mals groBer sein kann als die hilftige Gesamtenergie, folgt durch Gleichsetzen von kinetischer
und potentieller Energie,
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der Radius des Alls unter der Annahme eines starren Korpers zu

Ro6GY.
5 ¢

Dieser Wert ist nur knapp groBer als die Hélfte dessen, was wir erhalten wiirden, wenn wir von
einem Massenpunkt ausgehen. Ferner gilt fiir ein stationéres, nicht weiter expandierendes All
(#=0) im Umkehrpunkt

250
V2 — R2w2 — =,
AM*R
was einer kinetischen Energie von

1M2_25L2

V =
2 8MR*

Entspricht. Damit hat der Anteil der Rotationsenergie an der Gesamtenergie folgenden Wert:

2
é L > =le2.
4 MR~ 5

Fiir ein mit v = ¢ rotierendes Universum ergibt sich nach dem Energiesatz
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ein Radius von

_3oM

R= .
4 ¢*

Ein expandierendes und rotierendes Universum kann allgemein durch eine quadratische Glei-
chung der Form

, 3GM 5 I
reTT 2T 227
5 ¢ 4 M-c

beschrieben werden, mit den beiden Losungen

3 GM 3GMY 5 I
Ky=——t | = += .
’ 10 ¢* 10 ¢* 4 M>*c?

Ein nichtrotierendes Universum (L = 0) besitzt demnach einen Radius von

3 GM 3GMmMY 5 2 3GM
R=——F 1o 2 | " 3722 "2 2
10 ¢ 10 ¢ 4 M-“c 5 ¢

Fiir ein rotierendes All erhalten wir nach Einsetzen des Drehimpulserhaltungssatzes

L= zMrza) = zMrv
5 5

einen Radius von

3GM [ 1v2j
r=——; I——— |,
5 ¢ S5¢

der fiir v — c gegen den Wert

_3oM

R =
4 ¢*

strebt. Rechnen wir hingegen mit einem Massenpunkt, so wire R auch ganz ohne Massenzu-
wachs gleich Unendlich, sofern die Ruhemasse konstant bliebe. Da die Ruhemasse jedoch nicht
konstant bleibt, sondern mit wachsender Geschwindigkeit gegen Null geht, also eine vollstéin-
dige Umwandlung in dunkle Energie erfihrt, verschwindet das All am Ende in einer Singulari-
tdit vom Radius null. Das bedeutet jedoch nichts anderes, als daB3 sich die gesamte sichtbare
Materie als dunkle Materie in einem supermassereichen Schwarzen Loch wiederfindet.
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