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Aufgabe: Berechnen Sie die reduzierte Weglénge sowie die relative Luftmasse beim Durch-
tritt eines Lichtstrahls durch die Atmosphére. Wie lauten diese Grol3en, wenn die Strahlung
nicht aus dem Unendlichen, sondern aus einer bestimmten Héhe auf den Boden trifft?

Losung: Betrachten wir das folgende Schaubild mit der eingezeichneten Weglénge I, dem
Zenitwinkel ¢ sowie dem Erdradius R und der H6he h.

Da I von der Hohe h abhéngt, gilt fir einen Beobachter am Boden
(R+h) =1 +R?*+2IRcos ¢,

wobei wir die Identitét cos(z —¢)=—cos¢ benutzt haben. Diesen Ausdruck formen wir um
in die quadratische Gleichung;

12+ 2IRcos & —(2Rh +h?)=0,

deren positive Wurzel die Hohenabhangigkeit der L&nge liefert:

| =—Rcos¢ ++/R?cos’ ¢ + 2Rh + h?.
Differenzieren wir diesen Ausdruck nach h, so lautet das Differential

dl = R+h dh.

JRZcos? ¢ + 2R + h’

Da aus der Massenerhaltung folgt, dal? das Produkt aus Dichte p und Schrégabstand dl ge-
nauso grofR sein muf wie die Dichte p, am Boden in der reduzierten Entfernung dm, leitet
sich die reduzierte Weglénge aus dem Differential

dm=2dl
Po
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her. Unter der Annahme einer exponentiellen Dichteabnahme mit der Hohe p = p,e ™" folgt
damit

dm = R+h eMHgh,

JR?cos? & + 2Rh + h’

Darin ist die Skalenhohe H diejenige Hohe, in der die Dichte auf 1/e abgefallen ist. Somit ist
die reduzierte Weglénge in den Grenzen von Null bis Unendlich gegeben durch

K R+h
m(¢)=|e"" dh,
) ! \/choszg+ZRh+h2

bei senkrechtem Einfall gilt
m(0)=[e " dh=-H[e"" | =H.
0

Damit erhalten wir fir das Verhaltnis aus reduzierter Luftmasse bei Schrageinfall und Zenit-
richtung, die sogenannte relative Luftmasse, den allgemeinen Ausdruck

m_:i]? —h/H R+h dh
r m0) H \/choszg+2Rh+h2
_1 T ~h/H R+h dh:iTe—h/H 1 dh.
THy JR+hf —Rsin?¢ Hy L Risin’¢
(R+hY

Um weiter zu vereinfachen, entwickeln wir den Ausdruck unter der Wurzel mit Hilfe der bi-
nomischen Naherung in eine Potenzreihe bis zur ersten Ordnung:

1 ! 1
-2 oS h
\/1_Sin2 é/(l_i_gj él \/1+ 2tan2§E

Eine nochmalige Naherung bis zur zweiten Ordnung liefert

2
! h~1 tan §R+gtan gh—
\/1+2tan2§

Die relative Luftmasse ergibt sich somit nach anschlieRender Integration zu

[e] 2 0
mr — 1 J.e—h/Hdh _ tan g J.e—h/H d tazn é/ J. —h/Hthh
Hcos¢ § HRcos ¢ g 2 HR"cos¢

Die zusétzlich bendtigten Integrale lauten
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e‘“’“hdh:{— Ze‘h’H( h +1ﬂw =H?,
H 0

e ""h2dh = [- e "™ (Hh? + 2H?h + 2H3)[ = 2H>,

I
|

Daraus erhalten wir schlie3lich das endgultige Resultat

1
" cos ¢

m

r

(1 tan® g” +3tan* (sz

Wenn die Atmosphare von der Strahlung nicht vollkommen durchdrungen wird, sondern erst
ab einer gewissen Hohe, folgt fir die reduzierte Weglénge in den Grenzen von 0 bis h

" R+h
m e "H dh,
©) ! JR?cos’ ¢ +2Rh + h?

sowie bei senkrechtem Einfall

m(o): jle—h/Hdh —_H [e—h/H]; _ H(l_e—h/H)

0

In den reduzierten Grenzen ergibt sich die relative Luftmasse zu

h 2 4 h
m-—1 je-“’“dh——tang [e""hdh + g3 tane o [ h7dh,
Hcos¢ § HRcos¢ 2 HR"cos ¢ )

Hier lauten die bendtigten Integrale

h
e""hdh = { HZ -“’H(: +1ﬂ =H2(1—e""")-Hhe """,

0

e ""h2dh = [ e " (Hh? + 2H%h + 2H°)) = 2H3(L—e ™" )— 2Hhe ™" — Hi%e ™",

so daR das endgultige Ergebnis mittels zweier Zusatzterme ausgedriickt werden kann als

m = L {(1 tan’ §—+3tan e 2)(—e‘“”‘)

cos¢

2
§tan“g”%e"”‘}.

+|1-3tan’ ¢ — |tan? —e’“’“—
[1-stantc B Juan e 3

Fur die Skalenhohe ist der bekannte Wert von 8,4 km zu verwenden. Der Zenitwinkel sollte
auf Werte kleiner 60 Grad begrenzt werden, da der Tangens sonst zu stark ansteigt.
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