Physikaufgabe 20

Home | Startseite | Impressum | Kontakt | Gdstebuch

Aufgabe: Beweisen Sie, dal von den zwei Unschérfebeitragen der Heisenbergschen Unschir-
ferelation stets einer kleiner null sein muf3 und daher die in ihr enthaltene Aussage in dieser
Formulierung einen Vorzeichenfehler enthélt. Berechnen Sie die Drehimpulsunschirfe neu.

Losung: Angenommen, die Beitrage Ar und Ap in der Darstellung
h
ArAp > —
P=3

seien beides positive Groflen zweier ebenfalls positiver MeBgroBen » und p. Da Ort und Impuls
eines Teilchens fehlerbehaftet sind und sich zu einem Drehimpuls L = rp multiplizieren, mufl
dieser dementsprechend auch mit einem Fehler AL behaftet sein, wenn wir ihn aus den Aus-
gangsgroBen berechnen wiirden. Im Falle eines Produkts zweier Variablen (wie hier beim Dreh-
impuls) berechnet sich der MeB3fehler nach dem Gaul3schen Fehlerfortpflanzungsgesetz aus den
partiellen Ableitungen

o_ o,
or T op

Den relativen Fehler des Drehimpulses erhalten wir, wenn wir diese Ausdriicke mit ihrer jewei-
ligen Unschérfe multiplizieren, sodann die beiden Terme quadratisch addieren und daraus die
Wurzel ziehen:

AL- J(Z_ff(m)z R [%jz(Ap)z.

Das fiihrt nach Einsetzen der partiellen Ableitungen zur Unschirfe des Drehimpulses:

2 2
AL_ [fAr) [ Ap
L r p )
Nach Aussage der Heisenbergschen Unschérferelation kann jeweils eine der beiden MeB3grof3en

beliebig genau gemessen werden, wihrend die andere dabei beliebig unscharf werden kann.
Wenn also Ar gegen Null gehen soll, folgt aus

Ar>——,
2Ap

dall Ap gegen Unendlich gehen muB. Fiir die Impulsunschérfe gilt sinngemédl das gleiche. Im

Falle, daf3 der Ort beliebig genau gemessen wird, ist AL = rAp, umgekehrt, wenn die Impulsun-

schérfe null ist, gilt AL = pAr. Sind beide MeBgroBen gleichermalBlen fehlerbehaftet, 146t sich

der Drehimpuls mit den zwei fehlerbereinigten Grélen » + Ar» und p + Ap wie folgt zum feh-

lerfreien Drehimpuls L zusammensetzen:
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(r+Ar)p+Ap)=L.
Multiplizieren wir aus, so folgt
rp+rAp + pAr+ ArAp = L.
Setzen wir nun wahlweise Ar =0 oder Ap =0, so ist entweder
L=rp+rAp oder L=rp+ pAr.
Sei nun zunéchst der Ort beliebig genau gemessen, dann folgt aus vorstehender Gleichung
pAF+ArAp =0

und aufgrund der Unschérferelation
h
5 < ArAp =—pAr.

Wenn Ar und Ap wie angenommen positive Gro3en sind und der Impuls ebenso eine positive

MefgroBe ist, haben wir einen Widerspruch zur Unschérferelation, womit zugleich bewiesen
ist, daB stets eine der beiden MeBunschérfen negativ sein mul,

qed

Anmerkung: Die Aussage 148t sich, obwohl der Beweis bereits vollstindig erbracht ist, formal
auch fiir den Fall AL = pAr beweisen. In diesem Fall gilt

rAp + ArAp =0

bzw. mit Hilfe der Unschérferelation
h
5 < ArAp =—-rAp.

Wegen —rAp >0 kann Ap nur negativ sein. Aus dem Gaullschen Fehlerfortpflanzungsgesetz

ALY (ArY (apY
ORGRGR
L r p
folgt ferner, dafl der Drehimpuls in der klassischen Mechanik nur dann fehlerfrei gemessen
werden kann, wenn sowohl Ort als auch Impuls fehlerfrei bestimmbar sind, d.h.
AL=0 < (Ar=0)a(Ap=0),

was in der Quantenmechanik jedoch nicht mdglich ist. Mithin gilt stets

rAp + pAr + ArAp =0
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bzw.
n
—rAp—pAr=ArAp25 >0,

d.h.
rAp + pAr < 0.

Da alle im Drehimpuls vorkommenden Grof3en positiv definiert wurden, muB in der allgemei-
nen Formulierung mindestens eine, d.h. entweder Ar oder Ap, negativ sein:

p r rp

Ap+£+w=0.

Setzen wir in der vorzeichenkorrigierten Version der Heisenbergschen Unschérferelation
h
—ArAp > —,
2

so folgt wegen L >rp

Ap A Arap
p r rp 2L

Quadrieren wir diese Ungleichung, erhalten wir die Abschitzung
AY L ArAp (MY R
() ot (0],
r rp P 4L

2 2 2 2
[ALj>h _yArAp W h[l Lj

2 = — +— |
AL L 4L2 L I’'\4 n

bzw.

Die absolute Drehimpulsdanderung betréigt also

(ALY zh—2(1+4—LJ,

4 h

und der Absolutbetrag der quantenmechanischen Drehimpulsunschérfe ist schlieBlich

AL>5 1+ w/ > +drph.
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