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Aufgabe: Leiten Sie die Bewegungsgleichungen des Alls in Kugelkoordinaten her.

Beweis: Ehe wir die Aufgabe angehen kdnnen, miissen wir zuerst eine Transformation des kar-
tesischen in ein spharisches Koordinatensystem vornehmen. Sei r = re, der Ortsvektor vom

Mittelpunkt des Weltalls zu irgendeiner fernen Galaxie. Ersetzen wir die kartesischen Koordi-
naten

X=rsinfcosp, y=rsin@sing, z=rcoso
im Ortsvektor,
r=xe, +Yye, +ze,=r(sin0cosgpe, +sindsinpe, +cosoe, )=re,

folgen durch partielles Ableiten nach r, & und ¢ die Einheitsvektoren des entsprechenden Ku-
gelkoordinatensystems:

r

or . . .
e, =—=sin@cosge, +sindsinge  +cosoe,,
or g

1lor

e, =———=c0S@cospe, +cosdsinpe, —sinbe.,
7] r 60 (,0 X (,0 y z
e = L ﬂ——sin e, + COS e
*~ rsind op PETEREE,

Die zeitlichen Ableitungen dieser Vektoren nach der Zeit sind gegeben durch
¢, =0(cosO cosge, +cosOsinpe, —sinde, ) +¢sin O (—singe, +cospe, ),
¢, =—0/(sin6 cosge, +sinOsinge, +cosOe, )+ ¢ cosO(—singe, +cosge, ),
¢, =—¢(cospe, +singe, ).

Um alle Vektoren in Kugelkoordinaten angeben zu kdnnen, bendtigen wir noch die Darstellung
der kartesischen Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten:

e, =singcosge, +cos6cosgpe, —singpe,,
e, =sin@singe, +cososinge, +Ccosge
e, =cosfe, —sinoe,

bzw. eigentlich die Ausdriicke

cosge, =sin 6 cos’ pe, +cos 0 cos’ pe, —sin pcosge,,
singe, =sin@sin’ e, +cosdsin’ pe, +sin pcosge,,

denn nur dann ist

cospe, +singe, =sinoe, +cosoe,.

Damit erhalten wir die Ableitungen der sphérischen Einheitsvektoren in endgultiger Notation:
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¢ =0, +¢sinde,, &,=-0e +¢pcosde,, &, =—@sinde, —¢cosoe,.

Sei u=u.e, +u.e, +u.e, der Geschwindigkeitsvektor in spharischen Koordinaten. Dann ist
die Beschleunigung gegeben durch

U=l +Ue +Uye, +U,&, +U.e, +ue, =Ue, +u, (be,+psinoe,)
+U,e, +U, (~Oe, +¢pcosde, )+ e, +u, (~psinde, —¢cosoe, )
= (U, —u,6—u,¢sin0 e, +(u,0+U, —u,¢coso e, +(u, +u,psind +u,pcoso)e,.
Das Skalarprodukt zwischen Geschwindigkeit und Beschleunigung ist gegeben durch

u i_l: =u, (U, ~u,0 —u,¢sin0)+u,(u,6 +u, —u,¢cosd)+u, (U, +u,Gsin G +u,pcosd)

=u,U, +UyU, +u,u,.
Dieser Ausdruck muR verschwinden, da die Lichtgeschwindigkeit ¢ konstant ist:

du . . . du, du,, du, 1d(uf+u§+u;)
U-—=ul, +Uu U, +U,l, =U —-+U U, —L==
dt 7e dt 7 dt a2 dt
~1du®  du de _,

=——=u—=c—=0.
2 dt dt dt

Geschwindigkeit und Kraft stehen also im Weltall senkrecht zueinander. Ferner erfolgt die Zen-
tralkraftbewegung wie im euklidischen Raum auch im All in einer Ebene, womit die Gleichung

u*=u?+u; +u;, =c’

mittels u, =0 in den einfacheren Ausdruck u? + u; = ¢’ Uibergeht. Die Bewegungsgleichungen

einer Galaxie der Masse m und der Ruhemasse m, lassen sich damit aus dem relativistischen
Kraftgesetz F =p durch Ableitung des Impulses p herleiten:

dp d du dm m, du d 1
= =—mu=m-—+U——= —+mu———
dt dt dt  dt u? dt dt u?
s s
m, du 1 1 du® du

—+ .
u? dt g2 ¢ du dt
1-— 2,1-—5
c c

Mit dem totalen Differential

du = u du, + u du, + au du
ou ou, ou, *

r

4

koénnen wir die totale Ableitung berechnen, und mit den partiellen Ableitungen
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2

au 'u "o+, 2Ju +Uj +U? 5U

oul u,
4/u +U +ul = 6 -9,
5U 21/u +uy+u? ou U

ou 9 au(p u,
u’ +u’ +u S
u

5U 5U 2\/u +u9+u2 au,

ergibt sich die Kraft zu

ou du,  ou du, ou dqu

i L+ +
LU dt (— c? {au dt  ou, dt ou, dt

m, du du, du,
= —+—3—2 Ur +U9 +U(p u.
u? dt 2°¢C dt dt dt

Wegen u-u =0 brauchen wir uns um den geschwindigkeitsproportionalen Term nicht weiter
zu kiimmern, denn es gilt in der Relativitatstheorie trotz Massenverénderlichkeit wie in der
Newtonschen Mechanik

. m, u-u m, .
U+ u= U=ma.

- 3 2
u2 uz C u2
) 1-— 2
C c C

Unter Verwendung der Relation u” = u? +u; +uf, kann man den relativistischen Term wahl-

weise schreiben als

1 1 1

2 2,2 [2 ,2 .2 ~ '
l_ur+u(,+u¢ C'—U, Uy u \/_V
c? c? c? c?

wenn U, =0 und u, < ¢, also auf dem Schwarzschildradius bei maximaler Ausdehnung des

Raums, oder als

1 1 1

2 2 2 ~ 2

J U7 +Uj +u; ch_us_ug \/_v
- - 2
c? c? c? C

wenn U, =0 und u, < ¢, also in der Nahe der Singularitit kurz nach dem ,,Urknall.* Wenn

sich die radiale Komponente in der Néhe der Lichtgeschwindigkeit bewegt, geht die transver-
sale gegen Null, ist hingegen die Rotationsgeschwindigkeit maximal, sinkt die radiale auf Null
ab. Es gilt also stets in der einen oder anderen N&herung

‘c
|~
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1 1 1

2 2. 2,2 2"
\/1_u L Ur U \/ v
2 2 2
C c C

Im Falle einer beschleunigten Ausdehnung des Alls ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit v nicht
konstant, sondern eine Funktion der Zeit. Aufgrund astronomischer Beobachtungen weil} man,
dal’ die Geschwindigkeit, mit der sich andere Galaxien von uns wegbewegen, um so grofer ist,
je weiter sie von uns entfernt sind. Sei g eine im bewegten System einer fernen Galaxie gemes-
sene konstante Beschleunigung, dann erhalt man die in unserer Galaxis gemessene Radialge-
schwindigkeit dieser Galaxie gemaf

ey gt
v(t) = r(t)_—gztz :
C2

1+

und ihre Radialbeschleunigung nach Differentiation zu

e doogt g g’t gt
V(t)_r(t)_a gt? B g’t? _?—thS
\/1+ 5 \/1+ > 149
C C c?
thZ QZtZ
t 2 ¢’ g
=g
thZS thZS
1+ o2 1+ o2

2 2
v
!
W +v Upl-— u; l—?
VAN A v, T v
1+ u; 1+ u 1+ u;
c c c
folgt, dal}
V2 V2
u;2+2u;v+v2+(u;2+u;2) 1-- (u;2+u;2+u;2—c2) 1--
C ) c
u’= =c?+

2 2
v v
1+—u; 1+—u,
c c
Wegen u(0)=/u;? +u’+u;? und u(c)=c, ist u” =u’+u;? +u;* =c* und damit auch

2 2 2 2 2
u® =ug +uy +u; =c’,

weil die Messung der Lichtgeschwindigkeit unabhangig vom Bezugssystem ist. Ein Beobachter
in der Singularitat mit v=0 miBt fir u eine reine Transversalgeschwindigkeit, und zwar

u=, /u’y2 +U!?, ein Beobachter auf dem Schwarzschildradius, wenn v =c ist und das All sich
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nicht mehr weiter ausdehnt, eine reine Longitudinalgeschwindigkeit. In sphérischen Koordina-
ten gilt, wie wir gesehen haben,

u®=u’+ug +u’ =c?,

so da wir mit u, =0 und u, = die Transversalgeschwindigkeit u, ableiten kdnnen,

242 242
2_ 2 2 gt gt 1 c
U, =4/C"—U; = [c"— >3 =C [1-= oy = —,
l+gt ¢ l+£ 1+gt
c? c? o2

die aufgrund der Relation
Y =—gt2 ==V

1+ gt
C

2

auch die Gestalt

2 2
\' Vv

Uy, = C\/l__z = C\/l——rz
C C

annehmen kann. Insgesamt ergeben sich in der Zeitabhangigkeit die Geschwindigkeiten

ur:g—t“, u, =0, uq):;“.
1/1+ gc;[ ,/1+ gcg

Leiten wir diese GrofRRen zeitlich ab, ergeben sich die Beschleunigungen

2t2 ZtZ
g -9 ¢ _ 9 gt g :gl+gc2_gc2: g
: dt\/l+9:§2 \/“g;tz ¢ 1+g:2t23 1+g::23 1+9C2§23
und
uq)—du“’—i C g o 3
da g e g

Dall Geschwindigkeit und Beschleunigung aufeinander senkrecht stehen, erhellt aus

_gt g g ot _,

242 22 ° 242 2.2 ° '
1/“% 1fl+g t ,/1+% ‘fl+g t
c c? c c?

Damit kann das vollstandige Kraftgesetz hergeleitet werden:

u-u=uu, +u,l, +uu,
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F=m 1/1+ 1/  —U,0 —u,psin6)e, +(u,6 +, —u,pcoso)e,

+(u, +u (pS|n0+u9¢)C080)

Wir legen nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit einen konstanten Winkel 6 = /2 zu-
grunde, womit sich die Kraft durch Entfallen der Polarkomponente a, deutlich vereinfacht:

gth .
0\’ CZ

Setzen wir die oben erhaltenen GroRen ein, so ergibt sich die zeitabhangige Kraft

] -3
gztz g2t2 ) gt g2t2 )
F:mo\/1+ o {g\/l‘l- o2 —-u,p e + —gF 1+C—2 +U,9 (e,
=myg|| 1+ gt 71—C—¢ (e —g—te j
0 C2 g r C ]

mit den beiden Komponenten

. 242 . 242
F=—Tod fq €[, 08 Vg g o M8 O, C0f, 001
' g%t? g c? e g’t? ¢ g c? ¢
l+7 1+7

c? C

. 242
_C_co(ug)
g C

Zur Schwarzschildzeit t =T; ist

2 [(ur ~u,¢)e, +(u, +ur¢)e¢]

und dem Betrag

F(Ts)=F.(Ts) und F,(T5)=0,

d.h.
T 2T 2
9Ty g c
1+ >
c
da

. 2T2
1—C¢(TS)(1+g}j=0 bzw. (/‘)(Ts):g NS )
9 c

Zur Zeit t =0 wiederum ist
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d.h.
. 242
F(0)=F,(0)=- mggtz %t(l— C"’(O)(u gcﬁ Dew =0,
1+ g
2
C
da

, 242
1—C(p(0)(1+g§ j:o bzw. ¢(0)=3=L ~0.
g C c T

Der Drehimpuls, auch wenn er verschwindend gering ist, bleibt also wéhrend des Urknalls er-
halten, da der Schwarzschildradius konstant ist. Es zeigt sich, daf beim Urknall auch keine
Kréfte Ubertragen werden, da

F(T,)=F(0)=0

und das Weltall offenbar keiner Beschleunigung ausgesetzt ist. Vielmehr wird beim Urknall
lediglich die Zeit T, auf Null zurlickgesetzt, damit das Weltall erneut starten kann. Auch wir-

ken wahrend des Urknalls keine unendlichen Kréfte, die das All inflationédr expandieren kénn-
ten, denn es ist sowohl unmittelbar kurz vor dem Urknall

m,g co(T g°TZ
‘F(TS )‘: ng-l-z 1- gS)(l—i_ CzS
\/1+ CZS
_omg | ocg 1 ('),
212 gc 212 c2
1+ gCZS 1+ Czs

als auch kurz danach

Die Ansicht, dal3 wahrend des Urknalls die Naturgesetze nicht mehr gelten wirden und Materie
aus dem Nichts erzeugt wird, ist damit widerlegt, da es fir die GroRe des Schwarzschildradius
irrelevant ist, ob die Masse in einer punktformigen Singularitat konzentriert oder unendlich
dinn auf der Oberfl&che verteilt ist.

Sei M die Restmasse des Alls und G die Gravitationskonstante. Aufgrund des verschwindenden
Massenverhéltnisses konnen wir das eigentliche Zweikorperproblem wie einen rotierenden
Massenpunkt auf der Umlaufbahn um das Massenzentrum behandeln. In Aufgabe [182] haben
wir gezeigt, daB die Energie einer Galaxie im All gleich
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E:mCZ:GmN|

S

ist. Kiirzen wir die Masse der Galaxie auf beiden Seiten, wird offenkundig, da3 das Produkt aus
Gravitationsbeschleunigung g und Schwarzschildradius Ry und damit die Gravitationsbe-

schleunigung konstant ist. Integrieren wir die konstante Kraft von der Singularitat bis zum
Schwarzschildradius, E =FRg, verschwindet im Weltall wegen der Grole des Schwarz-

schildradius ebenfalls die Kraft, da

wobei die Gravitationsbeschleunigung gegeben ist durch

_GM _Rg? ¢

CRORR

Sie ist damit exakt gleich dem Wert der Zentrifugalbeschleunigung bei Lichtgeschwindigkeit.

Fur das Kraftegleichgewicht aus Gravitationskraft und Zentrifugalkraft, die einander gleich sein
miussen, wenn das Universum stabil bleiben soll, gilt damit

2 2
ml\z/l =mC— bzw. G ml\z/l —mC—:O.
RS RS RS RS

F=G

Der Fliehkraft der Galaxie wirkt also die Gravitationskraft genau entgegen. Ein Kollaps des
Universums ist damit ausgeschlossen. Die beschleunigte Ausdehnung des Alls steht somit im
Einklang mit der Relativitatstheorie und der Theorie Schwarzer Loécher. Da der Vorgang naht-
los vonstatten geht, ist ein Inflationsszenario mittels Uberlichtgeschwindigkeiten in Verbin-
dung mit einem Entstehungsprozel3 von Materie eher unwahrscheinlich. Die Umwandlung von
Materie in Hawking-Strahlung und das Lebensdauerproblem der Elementarteilchen sind dafir
unerheblich.
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