Physikaufgabe 173

Home | Startseite | Impressum | Kontakt | Géstebuch

Aufgabe: Losen Sie die Dirac-Gleichung der relativistischen Quantenmechanik fir eine ent-
fernte Galaxie der Masse m und berechnen Sie die Energie-Erwartungswerte. Zeigen Sie, dal

die Lichtgeschwindigkeit ein Vierervektor ist.

Losung: Multipliziert man die Dirac-Gleichung mit der Dirac-Matrix »° und I6st nach dem
Energie-Operator auf, folgt die Schrédinger-Form der Dirac-Gleichung,

ihy°y°£§v/(><) {—ih%’yli—ih%’yzi—ihy°y3i+mcy°

cot OX oy 0z

}V(x).

Ersetzen wir in dieser Gleichung die Dirac-Matrizen durch Pauli-Matrizen

N L L

und definieren die Matrixprodukte wie folgt:
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so nimmt die Dirac-Gleichung folgende Gestalt an:

ino® 1%1// (x)= {—ihali— ina? <

] 0
—iha® = +mcy° X
c ox oy e }"( )

wobei
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H = —ihali— ino? o_ ina® 9, mcy°
OX oy 0z

dem Hamiltonoperator der Schrédingergleichung entspricht. Setzen wir die neuen Matrizen
akz(o ij und yo:(% ° j
o, O 0 -o
in die Dirac-Gleichung ein, kénnen wir diese schreiben als
i O 0 l&(//(x) _| i 0 o, i—ih 0 0,)0
0 o,)c ot o, 0 )ox o, 0)oy
0 0
_ih( G3j2+ mc[(70 Hw(x)
o, 0oz 0 -0,
wobei der Hamiltonoperator dann folgende Gestalt annimmt:
. 0 0 0 0
T R SR TA B I 4 (G K .
o, 0 )ox o, 0)oy o, 0)oz 0 -0

Fassen wir die Impulsoperatoren in einer Summe zusammen, ergibt sich fur die Dirac-Glei-
chung folgender einfache Ausdruck:

ina’ a‘ga(tx) ~Hy (x) {iak (—iha%j+mc;/°}//(x).

k=1 Kk

Da der Hamiltonoperator eher stort als nitzt und wir ihn fur das Weitere nicht mehr benétigen,
formen wir wie folgt um:

{aoihaiJrkZ::ak [iha_ikﬂw(x){iak (iha%ﬂw(x)z meyy ().

ct k=0 c

Wenn wir nun die Dirac-Gleichung in eine Energiegleichung umwandeln wollen, missen wir
den ganzen Ausdruck mit der Lichtgeschwindigkeit multiplizieren,

{aocih%+gakc(ihiﬂw(x):{gakc(iha—ikﬂw(x): me?y %y (x).

k

/o = o O (¢ 0 gl o, O _(¢c 0
0 -o4 0 —c 0 o, 0 c

Mittels

und
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0 C 0 ¢
Ck=akC=( Gk j:( kjy k={l,2,3},
oc O c, O

setzen wir nun in der Dirac-Gleichung die Lichtgeschwindigkeit vektoriell an. Damit ergibt
sich die folgende Notation:

bzw.
é _(Clﬁx +C, ﬁy +C, ﬁz) mC2 0
N : v (x)= v (X):

_(Clpx+C2 py+cz pz) E O —mc

Multiplizieren wir die zweite Zeile mit —1, andert sich der Wert der Determinante nicht,
é _(Clpx+czf)y+czf)z> m(::2 0
e e : v)=y e PO

Clpx+C2py+Czpz _E mce

und wir kdnnen kompakter schreiben:

. A A A
E—-mc —(c.p, +C, P, +C,P,)
¢, P, +C, P, +C,h, —-E-mc

i , Jl// (x)=0.
Diese Matrixgleichung lai3t sich mit der zweiwertigen Wellenfunktion

v (x)= (WA(X)]

v (X)
in Komponentenschreibweise angeben, i.e.
Ew, (X)—(c,h, +C,B, +C, P, )ws (X) =mcy, (X),
(c,P, +C, Py +C, P, )y a(X)— Ewg (X) = mciyg (X).
Setzen wir in dieses gekoppelte Gleichungssystem die Operatoren fiir Energie und Impuls ein,

A

E= ihi bzw. p=-inV,
ot

erhalten wir ein lineares Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten,
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ih%qu (X)+inc- Vg (x)=mc?y, (),
) .. 0
—inc- Vi, (X)- |h§w5 (x)=mc?y 4 (x),

das einem expandierenden und einem kontrahierenden Universum entspricht und umgekehrt.
Wie wir spater sehen werden, hat die Wellenfunktion des Antiuniversums v, (x) das umge-

kehrte Vorzeichen der Wellenfunktion des Universums v, (x). Es diirfte klar sein, da@ die

Losungen nur hin- und riicklaufende Wellen sein kénnen,

¢A (p)ei(pr—Et)/h’
¢B (p)e—i(pr—Et)/h’

l//A(X)
Vs (X)

womit wir folgende Eigenwertgleichungen erhalten:
ih%q&A(p)ei " rinc-V, (p)e P ™" = mcp, (p)e™ ",
—ihc-Vg, (p)e P " —in— ¢B( )e P = me2g, (p)e PR
Nach Differentiation und Substitution mit den Zeitableitungen
i Zew () =10 o (p) " =, (),
inL e ()= m(._j%( e P B _ gy (x)
und den Gradienten
Vi (X) =4 (p) Ve =¢A(p)‘§ei<mEt)/h:‘;pr(x),
Vi (0= () =y () 2 Je By, )
erhalten wir das folgende Zwischenergebnis:
ih(—i—EJ¢A(p)ei(prEt)/”+ihc( |—j¢B( )e P = mc2g, (p)e'®E,

_|hc(|%j ¢A (p)ei(Pr_Et)/h ( j¢s( ) —| (pr-Et)/n _ _ mC2¢B (p)e—i(pr—Et)/h,

so daB nach Kirzung des Planckschen Wirkungsquantums und Eliminierung der imagindren
Einheit der Ausdruck
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E¢A( ) i(pr—Et)/ +C-p¢B (p) o i(prEn)/n :mC2¢A(p)ei(pr—Et)/h’
c- p¢A( ) i(pr-Et)/h | E¢, (p) r-Et)/n :mC2¢B(p)e—l(pr—Et)/h

verbleibt. Nach Einsetzen der Wellenfunktionen nehmen obige Gleichungen folgende Gestalt
an:

Ey, (X)+C'pl//|3 (X) = mczl//A (X),
C-py . (X)+Ewg (X)=mciyy ().

Losen wir die zweite Gleichung nach v (x) auf,

C.
P v (x),

WB(X):_E—mC

und setzen diese in die erste Gleichung ein, ergibt sich der Ausdruck

Ev (%) =mely, (X) =Py (x) = ey, (x)+ Lol

den wir in
2\? 2
(E-me?) wa (x)=(c-p) wa ()
umformen kénnen. Ziehen wir auf beiden Seiten die Wurzel, ergeben sich die beiden Lésungen
E =mc® £c-p.

Multiplizieren wir diese miteinander, erhalten wir ein Ergebnis, das der Energie-Impuls-Bezie-
hung schon recht nahekommt, und zwar

E2=(mcz+c-p)(mcz—c-p)=m204+(c-p)2.
Mit den Matrizen
¢t = 0 o c
o, O
folgt flr das Betragsquadrat der bereits bekannte Ausdruck
(c+c +c) O alper® %2)pei] 0 c2
Py P, Dg—al Opl s, Opz o, Opa
2 2 10 2.2 2.2 2.2\ .2
61p1+62p2+63p3) c= (01 P, +0,P, +0; p3)C

p1 +p2+p3)c =ogp’c”.
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Da wir die Einheitsmatrix kiirzen kénnen, folgt schlie3lich die Energie-Impuls-Relation
E* =m’c* +p°c’.
Mit der zweiten Losung verfahren wir analog. VVon den beiden Gleichungen

Ey . (X)+C-pyg(X)=mciy, (x),
C-py . (X)+ Eyg (X)=mc?y, (X)

I6sen wir die erste nach v, (x) auf,

C.
Py (x),

e

und setzen diese in die zweite Gleichung ein. Somit ergibt sich die zweite Eigenwertgleichung

LI

E —mc?

Ey, (X)=mciy, (X)—C-py,(X)=mciy, (X)+
Wir wollen nun noch aus den Operatorgleichungen die Erwartungswerte bestimmen,
E|w (X)) =mc? |y, (x))+c-Blwg (X)),
~E w5 (%)) = me? [y (x))—c-Blwa(x)),
und bilden dazu die Skalarprodukte

(W a ()[E[wa (X)) =me? (y, (x)|w o (X)) +{wa(X)]c-Blwes (X)),

(ve (X)‘(_E) (x))=me® (wa (x)|ws (X)) = {ws (¥)|c-Blwa(x))-
Die beiden Erwartungswerte sind definiert durch
(£ WaC)Ewa(¥) _ o wa(x)[e-lya (¥)
Wa ()wa (X)) Wa(lwa(x)

(-E)= (We (X)\(—E)\WB (x)) oo {wa ()]e-plwa(x))
s (lya () e (lva ()

Setzen wir die Operatoren ein, ergibt sich

>

(a0l a0y fenvie ()

b < o™ . 0]

5
<_E>_ ( '%J"” o e (e inv, (<)

< X)|‘//B X) <‘//B (X)|‘/’B (X)>
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Mit den Zeitableitungen und den Gradienten folgt nach dem Zwischenschritt
<I,,A(x)\m(_ﬂw(x)> 2<1//A(x)‘c-ih(—|;_l)j‘y/8(x)>
=mc” — )

<WA(X)‘WA (X)> <l//A (X)‘V/A(X»

<wB(X)\(—ihi§)\wB(X)> <V/B(x)‘c-ihi;l)‘y/A(x)>
<‘/’B (X)“/’B (X)> <‘/’B (X)“/’B (X)>

bzw. nach Kirzen des Planckschen Wirkungsquantums das Zwischenergebnis

(€)-

(-E)= =mc® +

<E>:<WA(X)‘E‘I//A(X)> 2_<WA(X)‘C'p‘l//B (x >

2 (x S T vl ()

<_E>:<‘/’B(X 2 < ‘C plwa(x) >

<V/B (X)‘WB (X)> ) < ‘WB )>

Die Skalarprodukte kénnen wir mittels der Losungen

Ve (X):_%WA( ) wa(x)=- Ei.rrricz v (%)

herauskurzen, so daB fir Universum und Antiuniversum identische Erwartungswerte resultie-
ren, wobei der Erwartungswert im Antiuniversum wegen der CPT-Transformation nattrlich
negativ ist:

In beiden Paralleluniversen gilt daher dieselbe Eigenwertgleichung (E—mcz)2 :(c.p)2 mit

identischen Losungen E =mc?+c-p, aber negativen Energien <E> =—E im Antiuniversum.

Die Ruheenergie entspricht dabei der potentiellen Energie des Alls, der Impulsterm der kineti-
schen. Wenn die kinetische Energie maximal wird, also kurz vor dem Urknall, verschwindet
die Ruheenergie vollstandig, das All bewegt sich dann mit Lichtgeschwindigkeit, es besteht
ausschlieRlich aus Photonen, die durch keinerlei Materie mehr absorbiert werden kdnnen. Auch
das Proton ist dann zerfallen. Wenn die kinetische Energie umgekehrt noch null ist, also im
nichtrelativistischen Fall kurz nach dem Urknall, ist alle Energie im All ausschliellich potenti-
elle sprich Ruhenergie. Das Weltall muf3 also erst Fahrt aufnehmen, um seine potentielle Ener-
gie loszuwerden.
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Negative Energien sind in unserem Universum nicht mdglich. Masse muR also aus energeti-
schen Monopolen bestehen, die zusammen mit Antimasse energetische Dipole bilden. Die Di-
polbildung erfolgt regelmaRig beim Urknall, wenn Masse und Antimasse durch Dipolbildung
erneut entstehen und sich gegenseitig abstoRen. Die verschwindende Gesamtenergie von Uni-
versum und Antiuniversum andert sich dabei nicht. Hierzu hat Stephen Hawking zutreffend
bemerkt: ,,Warum sollte das All Energie haben?* Die Realitét ist die Polarisierung des Nichts.
Gleichartige Massen ziehen sich an, ungleichartige stoRen sich ab. Bei Ladungen verhélt es sich
genau umgekehrt: Gleichartige Ladungen stof3en sich ab, ungleichartige ziehen sich an. Es
zeichnet sich daher ab, da Gravitonen verschrankt sind und die Gravitationskraft eine Aus-
tauschwechselwirkung ist. Aber das ist eine andere Geschichte.
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