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Aufgabe: Berechnen Sie den Dirac-Operator des reziproken Raums, lésen Sie die Eigenwert-
gleichungen fir Impulsenergie und Raumzeit und zeigen Sie, dall der Weltoperator auf die
Weltwellenfunktion angewandt Lésungen der Weltformel liefert.

Losung: Ehe wir uns an die Herleitung der reziproken Dirac-Gleichung machen, wiederholen
wir zundchst die Herleitung der gewohnlichen Dirac-Gleichung. Ausgehend von der relativisti-
schen Energie-Impuls-Beziehung fir ein freies Teilchen der Ruhemasse m,

EZ — m2C4 +p2C2,

ersetzen wir die klassischen GroRen fur Energie E und Impuls p durch die quantenmechani-
schen Operatoren

A

E=in und p=-inv,
ot

wobei # das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum ist, i die imaginére Einheit und c die
Lichtgeschwindigkeit. Wenden wir diese Beziehung auf die Wellenfunktion l//(X) an, wobei

x:(ct, X, Y, z) ein Vierervektor aus der mit der Lichtgeschwindigkeit multiplizierten Zeit t
und den Ortskoordinaten x, y und z ist, erhalten wir die Klein-Gordon-Gleichung,

2 2 2 2
(h%h(;_;y_;;j]w()o
C X A

bzw.

10° m?c?
(C—Zy—vzﬁ‘ hz jl//(X):O

Darin ist

o° o8 o

A=V’ =——+——+
ox>  oy* or?

der Laplace- bzw. der quadrierte Nabla-Operator. Durch Einfihrung der Dirac-Matrizen
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bietet sich uns der Vorteil, daR die Klein-Gordon-Gleichung als Matrixgleichung geschrieben
werden kann, denn es gilt

100 0)10 0 0) (1000
oo (0010 0jl0 10 0] o100
00 -10/00-10]|l0010
000 -1)lo 0 0 -1/ lo 0o 0 1
0 0 010 0 0 1) (-1 0 0 0
. lo o100 0o 10/]0 -1 0 o -
"7Zlo -100/0 -100|lo 0o -1 o0l| 7T
1 000)-1 000 o 0o 0o -1
0 00 —i)(0 00 =) (i 0 0 0
ea |00 0 ogio:oﬁgo:_yoyo’
O 1t 0O0lO0O 1 O O 0 0 i O
-i 00 0)l-i 00 O 0 0 0 i?
0 01 0Y0 01 0) (<1 0 0 0
. |0 oo -1]lo 00 1] [0 -1 0 o0 -
7100 0/-100 0| o 0o -1 0] 77
010000 100/ 0 0 0 -1

Dabei ist I eine vierdimensionale Einheitsmatrix. Insgesamt gilt also

0,0 _

Yy ==yt ==y =%t =1

Multiplizieren wir diese Matrizen mit den jeweiligen Ableitungen der Klein-Gordon-Glei-
chung, so folgt

'2200az '221182 '222282 '223362 2.2 _
I“hy’y C26t2+lhy7/y+lh}/yWHh;/y?—mc l//(X)—O

und nach Quadrieren
oY oY oY oY
iny’— | +|inyt=— | +|iny>=— | +|ihy®*=—| —m%c® x)=0.
(( 4 catj ( 4 axj ( 4 6y) ( 4 azj ]W( )
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Mit Hilfe der binomischen Formel

2
(ih}/o i+ ihyliJr iny® i+ iny® ij
cot

OX oy oz
e J
+i%h? yzyoiiﬂzyl 0.9 —+ylyt— - ' j
dy cot oy ox oy’ Y

141t sich weiter umformen in

2
iny° 0 —+inhyt 0 —+iny?— 0 i7f‘l}/32
cot OX oy 0z

4, 8Y o 0 o 0 o 0
=|iny’— | +i*n’ w4y ==
( 4 catj (Mcatax ' atey T caten

2
s W;) +izhz(wogi+ylyz 09 30 a]
X

OX cot OX oy OX 0Z
2
. 0 00 0 0 0 0 a
Hinyt— | AR Y —— Yy
oy 8ycat oy OX ayaz

2
n ihysij 1i?h? 73702i+7371 0 0 +73 2 8 8
0z 0z cot 0z OX oz ay

Aufgrund der Antisymmetrie-Relationen

0 0 011 0 0 0) (0 0O 0 -1
. lo o 1o0flo1 o0 o]0 0 -1 o0 i
Zlo -1 00llo0o0 -1 0|0 10 of 7"

10 00l00 0 -1) -1 0 0 o0

0 00 -1 00 0) (0 O 0 i
o |000 0010 0 [0 0ol

0 i 0 0lloo0-10]|0

00 0)loo o0 -1 (-0 o0 0
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7“1 00 olloo -1 ol |-10 0 o 77
010 0J/loo o0 -1) (o100
0 00 )0 0 01) (i 0 0 0
. looi ofo o 1o0f[l0o<io0oo| .,
"7Zlo i o0 o0 0100J{00i0”’
00 0)l-1 0 00) (00 0 i
0 01 0Y0 0 0 1) (0 -1 0 0
. lo o0 1o o 10|10 0 0 -
7=l 1 00 o0 0100J{0001”’
010 0/)l-1 0 00/ loo0 10
0 01 0Y0 00 =) (0 i 00
o, lo 00 2o oi ofll|iooo|l .
721400 0 o|ooJ{ooo|”’
0 10 0)li 00 o0)looio

zusammengefalit durch
}/Oyl:_?/lyo, }/0}/22—}/2}/0, }/0}/32—}/3}/0,
vt ==rtyth ==y
}/2}/32—}/3}/2,
ergibt sich weiter
0 0 0 oY oY oY 0
iny’ —+iny' —+iny® —+iny’ — =(ihy°—j +(ihy1—j +| iy —
cot OX oy oz cot OX oy
2
+(ihys£j _ 2R yoyl(ii_ii}yoyz 090 090
oz cot ox  ox cot cot oy oy cot

0o 03 O O O O 12,0 0 00 13(0 0 0 0
HINY Y = T o S VA Bttt
cot oz oz cot OX 0y 0Oy OX OX 07 0 OX

2

Da die Kommutatoren nach den kanonischen Vertauschungsrelationen fir i, j € {O, 1,2, 3} we-

gen [f)i, f)j] = ih6; verschwinden —wobei §; die Deltafunktion ist —, verbleiben nur die Terme
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2
iny® — 0 +ihy! 0 — iy — 0 ih}/3i —(hyoij
cot OX oy 0z cot

2 2 2
+(ihy1£j + ih)/22 (Ihy gj
OX oy oz

Damit nimmt die Klein-Gordon-Gleichung folgende Gestalt an:

2
0 , 0 , O 0
iz +inyt —+iny* —+iny*— | —m?c? x)=0.
{(7& 7 7ay Vaj }I/()

Sie besitzt die beiden Ldsungen

0o O . 0 , 0 ., 30
iy’ —+inyt—+in +1Ay°—3F mc x)=0.
( el el j”’()

Wahlen wir das negative Vorzeichen, erhalten wir die Dirac-Gleichung in ihrer kovarianten
Formulierung,

0 . 0 , 0 ., 30
1% +ihyt—+in +1Ay°——mc X)=0.
(yat Sl j"/()

Darin ist

ify® i+ ihylﬁJr iny? ﬁ‘l‘ iny® 9 mc
cot OX oy 0z

der Dirac-Operator. Wendet man auf die Dirac-Gleichung den komplex-konjugierten Dirac-
Operator an,

0=| -iny® —iny* L —iny2 2 “iny* 2 _me
cot OX oy 0z

. o . o0 . o . 0
x| ihy? — +ihy* —+ihy* —+ihy® ——mc |w (X),
(}/c&t T Ty & j"'()

erhalt man wieder die Klein-Gordon-Gleichung,

2
0 1 0 , O 3 O 2.2
0=||iny’ —+iny* —+ihy> —+iny*— | —m% X
( el e 6] }u/( )

ooV (. oV (. ,8Y (. .,0V
=||iny’ — | +|inyt—=| +|iny?— +(|h 3—) —m?c? X),
(ycatj (yaxj (yayj > v (x)

und nach Einsetzen der Dirac-Matrizen den klassischen Ausdruck
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(]3] L3 L

in Kurzform

(C‘ZE2 —p° - mzcz)y/(x) =0.

Multipliziert man die Dirac-Gleichung mit »° und lést nach dem Energie-Operator auf, folgt
die Schrodinger-Form der Dirac-Gleichung,

. 10 . o . o 0
iny%y° ==y (X)=| —ihy’yt ——iny’y* ——iny"y® —+mcy® |y (X).
Mcatw()[ Sl Al e 7w (x)

Substituieren wir in dieser Gleichung die nachfolgenden Matrizen,

100 0}10 0 0) (1000
oo (0010 0010 00100
00 -10/00-10|1]0010
000 -1)lo 0 0 -1) (o 00 1
10 00 0 0 1) (0 0 0 1
s |01 0 00 010J{001o’
00 -10/0 -100| 0100
000 -1)l-1 0 00/ |1 000
100 00 0O —i) (0 0 0 i
», 01 0 ollooi of o i 0
"7 Zloo -1 0llo io ol |o-ioo]
000 -1)l-i 00 0) i 00 0
100 0)0 01 0) (0 0 1 O
s |01 0 0 0001J{0001,
00 -10/-100 0|1 00 0
00 0 -1)lo 10 0) (o -10 o0

ergibt sich
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1 000 0 0 01 0 0 0 -i
ihOlOOi@y/—(X):_ihOOlOE_ihOOi OE
0 01 Ofc ot 0 1 0 0fox 0 -i 0 0 |oy
0 0 01 1 000 i 0 0 O
0 01 O 10 0 O
.10 0 0 -1 01 0 O
—in —+mc v (X)
1 0 0 O0|oz 0 0 -1 O
0 -1 0 O 0 0 0 -1

Nach Einflihrung der Pauli-Matrizen

O R R R S

kdnnen wir schreiben
ne 0 lat//(x): i 0 o i—ih 0 o,)0
0 o,)c ot o, 0 )ox o, 0)oy

0 0
—in %519 4 me| % ()
o, 0)oz 0 -0

bzw.
(ihlg—mcjao ih0'1£+ihazi+ih0'3£
cot OX oy 0z
z//(X)=O.
. o . o . 0 .10
lho,—+I1ho, —+I1ho,— ih——+mc |o,
OX oy 1674 cot

Um auf die Einheitsmatrix zu transformieren, multiplizieren wir die zweite Zeile mit -1 und
substituieren die nullte Pauli-Matrix durch die Einheitsmatrix o, = 1. Somit lautet die endguil-

tige Form der Dirac-Gleichung
(ihi—mcjl ih0'1£+ih0'2£+ih0'3£
cot OX oy oz
o 0 o o v (x)=0
—iho,— —iho, ——iho, — (—ih——mcjl
OX oy 0z cot
Wenn wir fiir y (x) eine ebene Welle der Form v (x) = ¢(p)ei('““"t) ansetzen, ergeben sich die
folgenden Ableitungen:
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SO0 =-iop(p)e N, Ly (x)=ik(p)e

S (0=t (p)e Ly (x)=Tkg(p)e .

Fugen wir diese in die Dirac-Gleichung ein, sieht die Dirac-Gleichung zun&chst wie folgt aus:

(—izh—w—mcjle‘(kr‘”‘) i? (o,7k, + 0,1k, + ok, ) e
c
ho i ¢(p)=0.
(Glhk +0,7K, +63hk) i(kr—at) (iz——mcjle'(k”"t)
c

Nach Kirzen der Exponentialfunktion kénnen wir einfacher schreiben:

E
(?—mcjl ~(o1p, +0,p, +03p,)
e #(p)=0,
o.P, +0,p, +03P, (‘?_mcjl

oder noch einfacher, wenn wir 6-p =0, p, +0,p, +0,p, als Skalarprodukt auffassen,

(c’E-me)l  —o-p 6. (P))
{ Gp (—clE—mc)IJ(%(p)Jo’

mit dem zweidimensionalen Eigenvektor

¢(p)=(2’;§ggj-

Dies entspricht einem linearen Gleichungssystem mit zwei Unbekannten:

0n(P)= o Py (), 5 (P)=—12P—,(P).

cE-mc cE+mc

Eliminieren wir in der ersten Gleichung ¢, (p) mit Hilfe der zweiten, so ist

(s-p)

2 (P)= gz a9 (P).

Diese Losung entspricht aber genau der Klein-Gordon-Gleichung

E2=m’*+(c-p) c?
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Mit den Vektoren o :(al, O, 03) und p =(px, P, pz) kdnnen wir das Quadrat des Skalar-
produkts leicht berechnen:

(G'p)z :(Glpx +0,P, +Gspz)(61px +0,P, +63pz)
=0/ P +0,0,p, P, +0;0,P, P,
+0,0, P, P, +0; P, +030,D, P,

2.2
+0,05P,P, +0,05P, P, +05P;.

Aufgrund der Antikommutativitat der Pauli-Matrizen

0 -i)(0 1) (- 0

2% Oj(l oj:(o ij:_apz’
1 0)0 1) (0 1

%70 —1}(1 0]:(—1 0}:—0103,
1 0)0 i) (0 -i

7727 0 —J(i O]:(—i oj:_azas

2 2.2
(6'[)) =0, Py —0,0,P, P, —0,05P,P, +0,0,P,P,
2 52 2 .2
+02 py_GZGszpy+6163pxp2+6263pyp2+63 pZ
2 .2 2 .2 2 .2
=0, px+62py+63pz +6162(pxpy_pypx)

+6163(px P, — P, px)+6263(pypz — P, py)

folgt

Da die Kommutatoren aufgrund der Vertauschungsrelationen fur i, j e {O, 1,2, 3} verschwin-

den, verbleiben wegen [ f;, p; | =i%d; nur die Terme

2 2.2 2.2 2 .2
(Gp) =0, px+o-2py+o_3pz'

was dann wegen der Gleichheit der Quadrate der Pauli-Matrizen
, (0 1)0 1 10
O-l = = y
1 0)\1 O 01
, (0 =)0 —i -i> 0 10
0-2 = - - = - = 1
i 0)li O 0 i’ 01
, (1 01 O 10
0-3 = =
0 -1){0 - 01

1
in die Identitat (o-p)’ =1(p}+p; +p;)=p’l Ubergeht.
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Das gleiche Prozedere kénnen wir auch mit der zweiten Gleichung der Allgemeinen Relativi-
tatstheorie anstellen. Ausgehend von der Raumzeitbeziehung fiir ein freies Teilchen mit der
Ruhezeit 7,

t? =7 +r’c?,

ersetzen wir die klassischen Grofien fiir Raum und Zeit durch die quantenmechanischen Ope-
ratoren

und wenden diese auf die Wellenfunktion gb(p) an, wobei p :(c‘lE, P Py pz) ein Vierervek-

tor aus der mit der reziproken Lichtgeschwindigkeit multiplizierten Energie E und den Impuls-
koordinaten p,, p, und p, ist. Damit erhalten wir die reziproke Klein-Gordon-Gleichung,

2 2 2 2
{izhzcz%—izhz [88[)2 + aapz + aapz]—rzcz}b(p) -0
X y z

bzw.

1 0° 72c?

Darin ist

2 2 2
Ap:vi: a2+az+az
ap,  dp, 0P,

X

der Laplace- bzw. Nabla-Operator des Impulses im Quadrat. Ahnlich wie oben 148t sich mit
den Dirac-Matrizen
0,0 _

oy ==yt ==yt ==yt =1

zeigen, dal

2 2
ooV (.. oY (.,6 Y
iny’c— | +|inyt— | +| iy —| +|iny*— | —1%c? =0.
{( &3 (yapxj {yapy] (yapzj i }S(p)

Darin erkennt man unschwer den Formalismus der Allgemeinen Relativitatstheorie:
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2 2 2 2
szzcz(ihyoéj +(ihylai;)xj +(ihyza—iyJ +(ihy3aipzj
=(7%f) + (%) +(r29) +(r'2) =[ 2 (32 + 924 22) 1,

nur eben in 4x4 Dimensionen. Aus der besagten Identitat

2
ih;/oci +ihyt 2 +ihy? 2 +ihy® 2
oE op op op,

X y

. P o 8 8 8 8 o
—i2p2 | 40002 4yt O 9 02 0 O 03, O O
{M k? T ke, T Tk, 8E6pz]

. 0 0 o’ 0 O 0 0
1ith? }/1}/0C——+}/1}/1—2+}/1}/2——+}/l}/3——
op, OE op; op, op, op, op,

. 0 0 0 o° 0o 0
1i2K? }/2}/00——+}/2}/1——+}/2}/2—2+}/2}/3——]

+H2n?| vy Ciiwr +7% +y%° —

ergibt sich weiter

ap op ap,

X y

2 2

o oY (..o (.,0 Y
=lihylc— | +|inyt—— | +|ihy>— | +|ihy’—
(y aEJ [yapxj (yapy] (yapzj

2
e vy vy iy 2|

OE op, op, OE OE ap, op, OE
+i2hzyoscii_ii+y1yz o 0 0 0
oE dp, dp, °oE ap, op, 9P, Op,

+i%h?

op, op, Op, op, op, op, Ip, op, |

Da die Kommutatoren nach den kanonischen Vertauschungsrelationen fur i, j {O, 1,2, 3} we-

gen [ %, %; | =id; verschwinden, erhalten wir schlieBlich
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2 2
oY (..oY (., 0 Y
iiy’c— | +|ifyt—— | +|ihy?— | +]|ihy®—
( 7 an [: ’ apr ( ’ apy] ( ’ apzj

2
:(my%%iwimzLmyaiJ |

ap op ap,

X y

Damit nimmt die reziproke Klein-Gordon-Gleichung folgende Gestalt an:

2
] o . o . o0 . 0
iny’c—+ihyt —+ihy’ —+ihy  — | —1%c? =0.
KyaE "o, op, yazj i }b(p)

Sie besitzt die beiden Ldsungen

] o . o . o . 0
iny’c—+ihy' —+ihy? — +ihy  —F1C =0.
( yioag iy gy g iy E J¢(p)

X y z

Die mit dem negativen Vorzeichen ist die der reziproken Dirac-Gleichung

(ihy(’c%+ ihyli+ ify? i+ ih;/?’ai—rc}b(p) =0,

apx apy z
und
ihyociﬂhyl 0 +ihy? 0 +ihy? 0 —7C
cE " op " op, O op,
ist der reziproke Dirac-Operator, wobei
§:ihyociﬂhyliﬂhyziﬂhﬁi
cE " op op, op,

dem Operator des vierdimensionalen Wegelements entspricht. Wendet man nun auf die rezi-
proke Dirac-Gleichung den komplex-konjugierten reziproken Dirac-Operator an,

0= —ihyoci— ihyli— iny® o iny? 2 —7C
oE op op op,

X y

op op

X y z

x[ihyoca%+ ih;/li +ihy? i+ iny® ai—rc}]ﬁ(p)

erhalt man wieder die Klein-Gordon-Gleichung,
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2
0= ih;/oci+ih)/1i+ih;/zi+ihy3i —7%¢° ¢(p)
A )

2 2
ooV (.. oY (., o0 .0
=||iny’c— | +|iny'— | +|ihy?— | +|iny®— | —7%c? ,
( 4 an { 4 apxj ( 4 apy] 4 apzj ! ]¢(p)

und nach Einsetzen der Dirac-Matrizen den klassischen Ausdruck

oo o] oo

in Kurzform

(c*t? - —7%c?)¢(p) =0.

Multipliziert man die reziproke Dirac-Gleichung mit »° und 16st nach dem Energie-Operator
auf, folgt die reziproke Schrédinger-Form der Dirac-Gleichung,

. 0 . o . o . 0
incy®y° a—E(b(p) = —Ihyoyla— iny°y? a— Ihy°y3a—+rC;/° ¢(p).

X y z

Setzen wir in diese wie gehabt die Dirac-Matrizen ein, ergibt sich

100 0 0001 00 0 -i
0100 0010 00 i 0
inc 9 4(p)=| -in TR 9
001 0cE 010 0o, |0 i 0 0]dp,
0001 1000 i 0 0 0
00 1 0 100 0
00 0 -1 010 0
—in i+rc 9(p).
1 00 0o, |00 -1 0
0 10 0 00 0 -1

bzw.
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(ihﬁ—rcjao i7’zc71i+i7f‘zazi+ihc73i
oE op, op, op,
¢(p)=0.
. o . o . 0 ., CO
lho, —+I1ho, —+lho,— Ih—+7cC |o,
op, op, op, oE

Wie gehabt multiplizieren wir die zweite Zeile mit —1 und substituieren die nullte Pauli-Matrix
durch die Einheitsmatrix o, = 1. Somit lautet die endgultige Form der reziproken Dirac-Glei-

chung
(ihﬁ—rcjl ihaliﬂhazi+iha3i
oE op, op, op,
8 8 8 co #(p)=0
—iho, — —iho, ——iho,— (—ih——m}l
op, op, op, oE

Entsprechend setzen wir fiir ¢(p) wieder eine ebene Welle der Form ¢(p) =y (x)ei(pr’Et)/h an,
daher gilt fur die Ableitungen:

%¢(p):_i%l//(x)ei(PrEt)/h, ai[;x(I)(p):i%l//(x)ei(prEt)/h7
i _ X i(pr-£t)/n i _ E i(pr—Et)/n
8py¢(p) iy (x)el, aloz¢(p) 2y (x)e! ™ 0"

Substituieren wir diese in der reziproken Dirac-Gleichung ein, ergibt sich

it &g |jeierEn % 0,5+ 0,2+ 0, |
h h h h (x)=0
y(X)=U.
2 X y z i(pr-Et)/n .2, Ct i(pr-Et)/n
—-1°h| oy —+0,=~+0,— | I"h——7c |le
h h h h

Nach Kurzung der Exponentialfunktion und des Planckschen Wirkungsquantums kdnnen wir
diese Matrix mit s =zc einfacher schreiben als

[ (ct=s)1 —(olx+ozv+osz>jw(x):o

o, X+0,y+0,2Z (—Ct—S)I

oder, wenn wir die Kurzform ¢-r = o,X+ 0,y + 0,z fur das Skalarprodukt verwenden,

C )

mit dem zweidimensionalen Eigenvektor
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W(X)ZLWA(X)].

Ve (X)
Dies entspricht einem linearen Gleichungssystem mit zwei Unbekannten

va(x). vs(X)=—"wa(x).

Gr
ct-s

Ya (X) =

Eliminieren wir ¢, (p) in der ersten Gleichung mit Hilfe der zweiten, so ist

(c-r)22 l//A(p).

valP) =g

Diese Losung entspricht aber genau der Klein-Gordon-Gleichung

2

‘2 =54 (o-r)’.

ct

Mit den Vektoren ¢ =(o,,0,,0;) und r =(x, y, z) folgt aufgrund der Gleichheit der quadra-

tischen Pauli-Matrizen die Identitat (¢ -r)” = o2x* + o2y® + 522> = v’ und damit das relativi-
stische Wegelement

2 2

s? =ct?-r?

Fassen wir nun die bisherigen Ergebnisse noch einmal zusammen. Die beiden Dirac-Gleichun-
gen, welche die Welt — bezogen auf die Masse — quantenmechanisch vollkommen beschreiben,
lauten

] o . o . o0 . 0
incy’ —+ihy*—+ihy®? —+ihy  ——mc v (x) =0,
( Ta T x T T & }”()
] o . o . o . 0
incy? —+ihyt —+ihy? —+ihy* ——1¢C =0.
( Vg iy gy iyt iy e ](P(p)

X y z

Die Dirac-Operatoren lassen sich anschaulicher als vierdimensionale Orts- und Impulsoperato-
ren angeben:

A

p= ihy°i+ ihy1£+ ihy2£+ihy32,
cot OX oy 0z

S= ih}/oci+ ih}/liJr iy’ i-‘r iny® i
ok op op op,

X y
In ihnen ist die vollstandige Information Gber die Drehimpulse enthalten.
Indem wir jeweils mit dem komplex-konjugierten Dirac-Operator multiplizieren, erhalten wir

durch Entkoppeln der acht Differentialgleichungen fur jede Vierer-Komponente der jeweiligen
Wellenfunktion eine Klein-Gordon-Gleichung:

Copyright © 2022, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 15



Physikaufgabe 170

1000 l//o(X) WO(X)

108 (8 & @ ))0 1 0 0|fy,(x)| me?|wi(x)]

| et t— =0,
ccot? \ox? oy* az2))|0 0 1 0| lw,(x)| 7 |w,(x)
00 0 1)\ly,(x) s (x)
10 0 0)¢(p) ¢ (P)

C2 822_ 822+822+822 0100 ¢1(p) +T2§2 ¢1(p) =0
OE® \op? ap: ap2 )]0 0 1 0|[4,(p)| 7 |4,(p)
00 0 1)l¢(p) ¢:(p)

V/OEX; ¢o§p;
m’c? )| vy (X _ . | o +TZC2 ¢ (P _
S e RGeS A
l//3(X) ¢3(p)
Setzen wir
V/OEX; ¢o§p;
X un _ ¢ (p
Y00 PR ) |
V/s(x) ¢3(p)
koénnen wir auch einfach schreiben:
(u+m;§2)‘{’(x):0 bzw. (up+T;SZJq>(p):o.

Da diese Operatoren nur auf ihre eigenen Wellenfunktionen wirken, lassen sich die beiden Glei-
chungen mittels der Produkt-Wellenfunktion

Y(x,p)=¥(x)0(p)

zur sogenannten Weltformel zusammenfassen,
(in*o - p*)(i’*g,~s*) Y (x,p) =0.

In der Klein-Gordon-Notation entspricht dies der Darstellung
(p?—p*)(8*—s*)Y(x,p)=0

mit
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2 2 2
. 0 . 0 . 0

iny C—j (lhyl—J +| ihy? — +(|hy3—j
( op, op, op,

2
= ih}/oci+ihyli+ih;/zi ih;/g’i :
oE op op op,

X y

Da die Dirac-Gleichung nur einen Eigenwert besitzt, kann man weiter vereinfachen und die
Weltformel auf die Dirac-Form bringen:

(P=p)($-8)Y(x p)=
bzw.
(th)/ ——pJ{Ith ——s] (x,p)=0.

Multiplizieren wir die Klammern aus, ergibt sich im ersten Schritt

th;y ](miy %j_s(ihgyu%]

_p{ihgyv %}rsp}r(x, p)=0

14

und im nachsten, indem wir ¢(p) und v (x) unter die Klammer ziehen,
o 0 o 0
iny y*—w(x) (Ithv—d)( j—s¢ IhZ}/ —l//
u=0 6)(“ v=0 apv
—py (x [lhz;f —(p j+spY(x, p)=0.

Substituieren wir in diesem Ausdruck die folgenden Eigenwertgleichungen:

Py ()= py (X),
Sp(p)=s¢(p),

vereinfacht sich dieser zu
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(thV oV (X ][mzy 2 4(p j—spcb(p)u/(X)
—PSl//(X)cb(p)+spY(x,p):

so dafl} wir nach Kirzen eine Darstellung in Form eines Produkts zweier Summen erhalten,

thioy % ](miy %}— PS}Y(X’ p)=0.

Fassen wir diese Doppelsumme in einer einzigen Summe zusammen, ergibt sich

[Zh ZZV y a—%—m} (x,p)=0.

u=0v=0

Dieser Ausdruck vereinfacht sich aufgrund der Vertauschungsrelationen [ﬁu, ﬁV] =iho,, wei-
ter zu

2h Zy % —i—ps} (x,p)=0.

) oX, op

Das ist équwalent zu der Formulierung

z b.%, + ps} (% p)=0,

u=0

denn aus
p=y"E—7'p,—7*P, —7°D,,
§=—y%t +y' R+ 929 +9°%2
folgt
pS=(r"E—1'p,—7°D, —1°p, ) (-1 el + 7R+ 779 +7°2)
A =S R S R W Bl

In seiner einfachsten Form entspricht dieser Ausdruck der Eigenwertgleichung
(pS—ps)Y(x,p)=0
oder, in getrennter Darstellung, dem Gleichungssystem
: . 0 &, O
2yt S v )=y (x), iy o -9 (p)=54(p)
u=0 u

bzw.
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die beiden Dirac-GIeichungen

als Losungen ergeben, konnen wir den Weltoperator formal auch schreiben als
ps = (c‘lé —( P+ P, + ﬁz))(cf—(fw §+12))=Ef +pp,
und wenn wir die Operatoren einsetzen, folgt
0 0 0 0 0 0 0 0

pS=| ih—+ih—+ih—+ih— || -IhiC——ih——ih——ih
cot OX oy oz oE )

__Oh Oh ©Oh Oh ah oh ah on

"0t OB ox op, 8y op, az 6pZ

Mit

A o 0
p$=Ef +p-P=1*| ——+V-V
P e (8t 6= ”j

lautet die endgultige Weltformel

0? ps
V.-V, —-—— P)=
{ataEJr hz} 2

Sie préasentiert sich als lineares Produkt von zwei Rd&umen, dem Energie-Impuls-Raum und dem
reziproken Zeit-Ortsraum. Mit der Definition der Wirkung

h=p-s=Et+pX+p,y+p,z

und ihren partiellen Ableitungen

oh oh oh oh
_:E! _:px’ _:py! _:pz’
ot OX oy 0z
oh Oh oh oh
—=t, —=X, —=X, —=1
oE op, op, op,
folgt
ps = Et+ p,X+p,y+ p,z
bzw.

Copyright © 2022, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 19



Physikaufgabe 170

2
Et=pcsc'+rct-pc=mc’r+pc-rct = [mc j( T_lj = [mcj'(rcj.
pc ) \rc p)Lr

Bilden wir die Betrége dieser beiden Vektoren, wobei jetzt E und t Vierervektoren sind, die
sich aus den statischen Ruhewerten und den dynamischen Beitrdgen zusammensetzen, landen
wir wieder bei den relativistischen Ausdriicken der Allgemeinen Relativitatstheorie:

E’=m’c*+p°c® bzw. t*=7’+r’c?

Der Dirac-Formalismus ermdglicht auch negative Energien und Impulse sowie negative Zeiten
und Orte. Dahinter verbirgt sich jedoch nichts anderes als die CPT-Transformation des Anti-
Universums. Es mul dieses Anti-Universum tatsachlich geben, sonst ware die Welt nicht stabil
und konnte nicht in sich zurtickkehren, was wiederum eine Grundvoraussetzung fir die Wie-
derholbarkeit des Urknalls ist.
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