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Aufgabe: Begriunden Sie, warum auch die Kruskal-Szekeres-Koordinaten tber eine Einstein-
Rosen-Briicke bzw. durch ein Wurmloch kein Entweichen aus dem All ermdglichen.

L6ésung: Wenn man Begriffe wie Wurmldcher oder Zeitreisen hort, sollte man vorsichtig sein.
Was Einstein und Rosen 1935 beschrieben (GI. (1) aus [1]), stellt nichts anderes dar als die
Gleichung einer Sphére in Kugelkoordinaten,

ds? = o’ xZdx; —dx’ —dx> —dx?,

wobei lediglich x- und z-Koordinate miteinander vertauscht wurden. Wenn wir das ebenfalls
tun, so lauten unsere vier Koordinatengleichungen wie folgt:

X, =rcos@, x,=rsinfcose, Xx,=rsinfdsing, X,=ct,

wobei r der Radius ist, t die Zeit, 6 der Polar- und ¢ der Azimutwinkel. Um eine Vertauschung

von Raum und Zeit nicht ohne weiteres erkennbar zu machen, begeben wir uns nachfolgend
nicht ein System, in dem die Lichtgeschwindigkeit ¢ und die Gravitationskonstante G gleich
eins gesetzt werden. Mit den im Anhang ausgefuhrten Transformationen ergeben sich die Dif-
ferentiale

dx, =cos@dr —rsin6do,

dx, =sin@ cosedr +rcosf cospdf —rsinsin pde,
dx; =sin@sinedr +rsingcosfdé +rsin 6 cospde,
dx, = cdt

und damit die Ausdriicke

dx; —dx” = c’dt® —cos® @dr? + 2rsin @ cos@drd @ —r?sin” 6d6°,
dx; +dx? =sin® @dr’ + 2rsin @ cos drd 6 + r? cos® 0d6* + r’ sin” Od p>.

Somit lautet das gewdhnliche Wegdifferential der Speziellen Relativitatstheorie in Kugelkoor-
dinatenr, 0, ¢, twie folgt:

ds? = dx} —dx} —dx} —dx = c?dt* —dr’ —r?(d6* +sin® 0dg? ),

wobei die Ausbreitung in z-Richtung gewéhlt wurde. Die von Einstein und Rosen angegebene
Transformation, die lediglich das kartesische Wegelement

ds® =dg; —d&’ —d&; —dg;
in ein spharisches transformiert,
ds? = o’ xZdx; —dx’ —dx —dx?,

lautet
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& =x.coshax,, &, =X,
& =X, &, =xssinhax,.

Indem man die Differentiale

d&, =dx sinhax, + axdx, coshax,, d&,=dx,,
d¢&, =dx, coshax, +axdx,sinhax,, d&, =dx,

unter Benutzung der HilfsgroRen d&7 +d&2 = dx? +dx; und d&2 —d& = a®x’dx; —dx? in das
kartesische Wegelement einsetzt, kann man zeigen, dal3

ds? =d&Z —d&f —d&EZ —dEZ = a’xdx; —dx? —dx? —dx?,
wobei wir noch von der trigonometrischen Identitat cosh® ax, —sinh?ax, =1 Gebrauch ge-
macht haben. Wenn die GrolRe X, die Dimension eines Orts hat, besitzt o die Einheit einer

Ortsfrequenz, womit die GroRRe ax; dimensionslos ist. Setzen wir die eingangs definierten Ko-

ordinaten in die Einstein-Rosen-Transformation ein, so nehmen die Transformationsgleichun-
gen folgende Gestalt an:

& =rcos@coshact, &, =rsin6cose,
&, =rsindsing, &, =rcos@sinhact.

Wenn wir nun noch die kartesischen Koordinaten durch Kugelkoordinaten ausdriicken, ist das
differentielle Wegelement mit den im Anhang abgeleiteten Ausdriicken

dé&Z +d&Z =sin®adr? +2rsin @ cosAdrdd +r? cos’ 6d6” +r?sin dg?,
dé&Z —dé&? = a’r? cos® Oc’dt® —cos® Odr? + 2rsin @ cosOdrd6 —r? sin® 0d6°

gegeben durch
ds* = *r’ cos” Oc*dt” — (sin” @ +cos” 6 ) dr® + 2r sin 6 cos Odrd 0
—r?(sin? @ +cos® 0)d6° —2rsin @ cosOdrdd — r’ sin® 6d p?
und nimmt nach Kiirzen folgende endgultige Form an:
ds* = a*r’ cos” Oc’dt’ —dr’® —r*(d6* +sin’ 0dg? ).
Einstein und Rosen leiteten mittels der Substitution
u?=r-R,

die Identitaten
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L R_4 R _U+R R _
r u?’+R, U’+R, U*+R, U’+R,
bzw.
l_&fl_u%Rs
r u?

her, womit die Schwarzschildmetrik (Gl. (5) aus [1]) folgende Gestalt annimmt:

2
dszz(l—&jczdtz— dr —1?(do? +sin’ 0dg?)
r 1-Rs
"
Y czdtz—m—&drz—rz(deﬁsinzed )
u? + Ry u? v

Mit Hilfe des Differentials 2udu = dr konnten Einstein und Rosen nun ihre eigene Metrik ab-
leiten (GI. (5a) aus [1]), die frei von Randsingularitaten ist,

iR c’dt” —4(u? + R )du® —(u® +R; )2 (d6? +sin” 0de?),

denn auf dem Schwarzschildrand mit u =0 folgt
ds? =—4Rgdu” —RZ (d6* +sin® dg? ) <0,

die sogenannte Einstein-Rosen-Briicke. Einstein und Rosen schreiben dazu wortlich: ,,Versucht
man, die reguldre Lésung (5a) im Raum von r, 6, ¢, t zu interpretieren, so kommt man zu

folgendem SchlufR. Der vierdimensionale Raum wird mathematisch durch zwei kongruente
Teile oder Bléatter beschrieben, entsprechend u>0 und u<0, die durch eine Hyperebene

r =R, oder u=0 verbunden sind, in der g verschwindet. Wir nennen eine solche Verbindung

zwischen den beiden Bléattern eine Briicke.” Die Hyperebene ist hier nichts anderes als der Er-

eignishorizont, der nur in eine Richtung durchléssig ist. Folglich beschreibt ds® <0 einen
raumartigen Differenzvektor, bei dem es sich nicht um Ursache und Wirkung handeln kann,
denn dann miikte sich eine Ursache mit Uberlichtgeschwindigkeit auswirken. Ereignisse au-
Rerhalb des Riickwarts- bzw. VVergangenheits-Lichtkegels sind fur einen Beobachter nicht sicht-
bar, d. h. sie liegen hinter dem Ereignishorizont.

Wenn die Ereignisse indes lichtartig sind, z.B. in der Singularitat mit r =0, gilt

2
dszz(l—&jczdtz— dr =0
r 1-Rs
.

und damit
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dr__w _1-B _porrcosto
cdt  u®+R, r ’

wie der Vergleich mit
ds? =a’r’ cos’ 0 -c’dt” —dr? —r® (d6’ +sin’ 0de’)

zeigt. Fiir r <R, d.h. innerhalb des Schwarzen Lochs, ist das Wegelement ds® <0 und wir

sind daher in diesem gefangen. Wenn daher das Weltall ein Schwarzes Loch darstellt, kénnen
wir es auch nicht verlassen. Es gibt keine Briicke nach drauen, etwa in ein anderes Universum.
Kehren wir also wieder zur Schwarzschildmetrik zurick,

ds? = ¢? (1—&jdt2 L g (d6? +sin® 0de? )
r 1_&

r

Fur r —> oo folgt das gewohnliche Wegelement der Raumzeit auRerhalb irgendwelcher Singu-
laritaten,

ds® = c’dt* —dr> —r*d@* —r’sin® 0d¢”.

Auf dem Schwarzschildrand des Alls r = R, resultiert hingegen keine Singularitat, denn nach
Umformung von

dr? —r?d@* —r?sin” 0dg?
RS

r

dr? +(1—R5) r’do’ +(1—R5) r’sin® 0de’
r r

1R
r

(1_&J ds? +dr? +r? (1—&jd02 +r? (1—&jsin2 0de* =0
r r r

folgt nach Grenziibergang

lim (1—&J ds® + lim dr® + lim (1—&j r’d* + lim (1—&}2 sin®@dge* =0,

r—>Rg r r-Rg r-Rg r r-Rg r

also das erwartete Ergebnis

dr’=0 bzw. r=R.
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Dieses ist unabhéngig davon, welchen Wert s hat. Auf dem Schwarzschildrand liegt also Licht-
artigkeit vor.

Um den Grenzubergang fir r =0 durchzufihren, formen wir das Wegdifferential wie folgt um:

24,2
rds® +c*(Ry —r)dt? —;lJr r’do* +r’sin’ 6dg® =0.
—r
S

In diesem Ausdruck verschwinden alle Terme bis auf einen,

2
ds? limr +c*dt? lim(Rg —r)—dr? lim

r—0 r—0 r—0 RS -r

+(do? +sin29d¢2)[i£rg r® = R,c’dt? =0,

mit dem ebenfalls erwarteten Ergebnis
dt>=0 bzw. t=0,

und es liegt ebenfalls Lichtartigkeit vor, was schon aus Stetigkeitsgriinden eines in sich ge-
schlossenen Raums erfllt sein muR. Das Differential der Schwarzschildlésung

c? (1—&jdt2 —Ldr2
r 1-Rs
r

kdnnen wir nun wie folgt umformen:

-2 -1 -1
czdtz—(l—&J drzz(cdu(l—&j er(cdt—(l—&j er:dvdu,
r r r

waobei
dv = cdt +— 30— cdt+dr +— dr=cdt+dr+deIn(L—l,
Rs r R
1R L} ;
r Ry
du=cdt——9" —cdt—dr——1dr=cdt—dr—R.dIn| 1],
_Rs r R
r Ry

Damit folgen fur den Aullenraum eines Schwarzen Lochs die Koordinaten

v=ct+r+RgIn T , u=ct—r—RgIn T
R R

S S

mit den totalen Differentialen
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ov ov 1

dv=—dt+—dr=cdt+ dr,
ot or 1-Rs
r

du=@dt+a—udr:cdt— dr.
ot or 1-Rs

r

Fur Summe und Differenz ergeben sich somit die Ausdriicke

vV+u=2ct, v-u =2{r+RS In(L—lﬂ.
RS

Wahrend der Zeit-Term aus der Summe der neuen Koordinaten abgeleitet werden kann, ist die
Ortsvariable nur implizit gegeben. Aufgabe ist es nun, die Differentiale dt und dr durch die
neuen Differentiale du und dv auszudriicken. Zunachst gilt

dv+du=2cdt, dv—du=2

1—-5

Quadrieren wir beide Seiten,

c? (1—&jdt2 =%( —&j(dv2 + 2dvdu +du2),
r r

2
drR = %(1—&j(dvz — 2dvdu + duz)
1-=s r

r

und ziehen die beiden Ausdriicke voneinander ab, ergibt sich das Schwarzschild-Differential in
Kruskal-Szekeres-Koordinaten,

2
c? (l—&jdtz— dr :(1—&jdvdu,
r 1-Rs r

r

und das infinitesimale Wegelement ist damit gegeben durch
2 RS 2 2 H] 2
ds* =| 1-=* Jdvdu—r (d6* +sin® 0dg?).
Nach Umformung der Koordinatendifferenz v—u erhalten wir die Gleichung
1B R :&expv_uexp .
rr (R r 2R, Rq

Damit gilt fur das Linienelement der Schwarzschild-Metrik
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dszz&expv_uexp - dVdu—rZ(d02+Sin20dq02).
r 2R, R

Flhren wir nun im Sinne von Einstein und Rosen anstatt v und u neue Koordinaten & und &,
ein, deren Summe und Differenz gegeben sind durch

'

2Rg T 2Rg
§1+§4Ee RS, 51_5459 Rs,

so ergibt sich eine Hyperbel der Form

2 _ g2 _ _ _ v—u: L_ R*rs
g -(5a)(a-a) o0 (RS 1]e |

Selbiges gilt auch fur die Differentiale
d&, +dé& —iexp dv,
fT7 2R, 2R,

1
d§4—d<§1:2R exp( T jdu
S S

mit

v-u

e dvdu.
S

d4§42 _dglz = -

Wenn wir dieses Resultat im Linienelement substituieren, folgt im AulRenraum eines Schwar-
zen Lochs die Schwarzschildmetrik in Kruskal-Szekeres-Koordinaten,

r
exp(—R—j(dg4 d&?)—r*(do’ +sin® 0dg?).
Nun setzen wir die alten Variablen

v=ct+r+RgIn T , u=ct—r—RsInin T
R R

S S

noch in die obigen Koordinatengleichungen ein, und wir erhalten die Lésungen

E+E, = 1e2RSeZRS 1e2RS cosh S+ sinh =t ,
2R, 2R,
— —1eﬂe_E 1e2RS
16 = ,/ 2R
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Nach Summen- und Differenzbildung lauten diese

51: L_]_eﬁcoshc_t, 54: L—leﬁsinhc—t.
RS ZRS Rs 2RS

An der Stelle r =R, und 8 =0 gilt damit

_ AR
e

ds? (d&F —dg?)-R2de? =0,
und wir erhalten eine gleichseitige Hyperbel der Form

e
dg —dgf = do?,

die fur konstantes 0 in eine Gerade Ubergeht. Fir 6 =0 gilt demnach

-1
ds? = (1—&j<:2dt2 —(1—&j dr?=0.
r r

Wenn wir nun die Lichtgeschwindigkeit durch ihr Inverses ersetzen und dafiir schreiben

-1
v:ﬁzc(l_&j __c
dr r 1_&

r

wobei Raum und Zeit ihre Rolle vertauscht haben, muB im AuBenraum eines Schwarzen Lochs
v>c gelten, und damit kann der Radius

RS

L
Vv

r =

Werte r > Ry annehmen. Im Ergebnis sind also Raum und Zeit wesensgleich.

Im Innenraum der Singularitat r < R hingegen miissen wir die neuen Koordinaten anders dar-
stellen, und zwar wie folgt:

dv = cdt +—20 — cdt +dr ——— dr:cdt+dr+RSdIn(1—Lj,
R r R
1--s 1-— s
r R
du = cdt - ar =cdt—dr+ 1 drzcdt—dr—RSdln[l—Lj.
1-—=S 1_L Rs
r R

Damit ergibt sich fur den Innenraum
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v=ct+r+RgIn - , u=ct—r—RsIn - ,
R R

S S

und die totalen Differentiale lauten

dv:@dt+@dr=cdt+dr— dr,
ot or 1- "
RS

du:@dt+8—udr:cdt—dr+ dr.
ot or -
RS

Fur Summe und Differenz ergeben sich die Ausdriicke
V+u=2ct, v-U=2r+2R, In{l—RLj.
S

Setzen wir v und u in gehabter Manier in die obigen Koordinatengleichungen ein, so folgt

ct r r ct
I Sr R, I Sr. 2R,
§1+§4 = 1__e2RSe2RS ’ 51_54 = 1__e2RSe 2R .
Rs Rs

Nach Variablen getrennt erhalten wir die inneren Lésungen
1 r oo | o o r o ct
E== 1-—=e*|e®® +e?® |= [1-—e®™ cosh—,
2 Rg R, 2R,
1 r oo an o I on ct
E == [1——e® | e® —e % |= [1-—e® sinh—.
2 Rg Rg 2R

Beide stellen mit Ausnahme von r = R, eine gleichseitige Hyperbel mit exponentiell anwach-

senden Halbachsen dar,

o t .., ct r) a
2_e2 {1 |eR | cosh? -2 _ginh2 | = 1- L |e®s.
S ( R, 2R, 2R, R,
Fur r =0 lautet die Hyperbelgleichung
512_542 =1

und auf dem Schwarzschildradius geht diese in das Geradenpaar &, = =&, Uber. Mittels der par-
tiellen Ableitung des VVorfaktors
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r

r
0 r o r 1 2R

— A-=e" =
or R 2R; 1T
RS

e

folgen fir die ersten Ableitungen der beiden Variablen nach r die Ausdriicke

%:—%;eﬁcosh Ct, 04 __ r2 ! eﬁsinhc—t
o 2R r 2R, or 2RS\/ r

1—
RS

S

RS

und damit die totalen Ableitungen

ot 2R,

. -1
df;:%dw%dr:iezs cdt [1——sinh ST T oon St |
o or 2R R, 2R, R\ R 2R,

Deren Quadrate sind

x 2402 -1
dé? = 12eRS c2dt?| 1-— |sinh2 L. T dzr 1- ] coshz&
4R R 2R, R R 2R,

r -1
d¢é, = 054 dt + a;“ dr = ! e?fs {cdt 1- coshc—t—! 1- sinhc—t},
r

S

r

—Lseacdtdrsinhc—tcoshc—t,

2R R, 2R,
1 = r ct  ridr? r)’ ct
dér =—— e | c’dt?| 1-— |cosh® —+——|1-— | sinh®—
4Rg R 2R, RS R 2R;

r

r & ot ct
—FeRS cdtdr sinh——cosh —

R 2R, 2R,

Fur die Differenz der Differentialquadrate bedeutet das

T oo 2
d&?—dér = 12eRS cosh? 2 _sinn? S 1] T g |czaez | L1 rdzr
AR 2R, 2R ||| R R, R’
T -1
= rgeRS (1—&]c2dt2—(1—&j dr® .
4R r r

Setzen wir dieses Ergebnis wieder in das obige Wegelement ein, vertauschen Raum und Zeit
ihre Rolle, nicht jedoch der Winkelanteil,
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ds :_452 exp{—RLj(dgf —dg?)-r?(do? +sin” 0dg?)

S

2
- drR _(1—%jc2dt2 —r? (de2 +sin’ 0d§02).
1-—5
r

An der Stelle r =Ry und 8 =0 gilt damit

2_4RS2
e

ds (d&? —déf)-Ride?.

Das ist wegen der Lichtartigkeit im Ereignishorizont (ds = O) die Gleichung einer gleichseiti-
gen Hyperbel,

(5]
dg?—dgf =, do?

allerdings gilt nunmehr fir 6 =0 gemal der Schwarzschildmetrik im Innenraum die Gbliche
Definition der Radialgeschwindigkeit

v=£:c(1—&],
dt r

daher muf im Innenraum eines Schwarzen Lochs v < ¢ sein, damit der Radius
RS

LV
C

=

genau wie in unserem Universum (siehe Aufgabe [165]) gegen Unendlich wandern kann. Wird
die Lichtgeschwindigkeit erreicht, wird auch der Innenraum eines Schwarzen Lochs nach dem
Relativitatsprinzip unendlich gro3. Anders ist es bei der Krimmung, dem Kehrwert des Radius.
Fassen wir beide Rdume zusammen, ist diese gegeben durch

2

¢ (1—% fir v<c,
2GM c

2
¢ (1—% fir v>c.
2GM Y

Die Krimmung des Raums verschwindet nur fur Lichtgeschwindigkeit und sie ist maximal fur
v=0 bzw. 1/v=0, da wir letztere reziprok definiert haben. Dabei ist zu beriicksichtigen, daR
die Masse im Innenraum zunimmt und folglich im AufRenraum abnehmen mul. Das bedeutet,
daB sich ein Schwarzes Loch bei Uberschreiten der Lichtgeschwindigkeit wieder zusammen-
ziehen wiirde und der Raum sich dadurch starker kriimmt. Demnach wiirde auch das All wieder
zu einer Singularitat zurtickkehren. Da die Entropie in unserem Universum zunimmt, mufite sie
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im AulRenraum abnehmen. Das ist nur im Antiuniversum moglich und nur durch eine CPT-
Transformation zu erreichen. Schon aus diesem Grund kann es Wurmldcher und Zeitreisen vor
Erreichen der Lichtgeschwindigkeit nicht geben. Auch die Einflihrung hoherer Dimensionen
ist hier nicht weiter hilfreich. Wir sind und bleiben Gefangene der Raumzeit.

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, dann kommen wir zu dem SchluB3: Die Schwarz-
schildmetrik beschreibt Auf3en- und Innenraum eines Schwarzen Lochs korrekt. Fir sein Inne-
res gelten die gleichen Gesetzmaligkeiten wie flir unser sichtbares Universum. Es gibt kein
AuReres, es sei denn, man wollte den Grenzwert der Lichtgeschwindigkeit in Frage stellen.
Aullerdem beginnt das Universum nicht mit einer Punktsingularitét, sondern auf dem Rand des
Schwarzschildradius als Randsingularitat. Seine wachsende Ausdehnung ergibt sich nur schein-
bar aufgrund des Relativitatsprinzips. Auch im Innern eines Schwarzen Lochs gelten dieselben
Naturgesetze wie auBerhalb, und damit ist der Ereignishorizont von innen her nicht erreichbar,
und sei das Wurmloch auch noch so klein. Ein Schwarzes Loch kann nicht verlassen werden,
und es zerféllt langsamer als es wachst. Der umgekehrte Fall, dal} etwas ins Schwarze Loch
hineingezogen wird, ist physikalisch erlaubt, sonst ware ja ein Massenzuwachs auch nicht mog-
lich. Somit missen die Science-fiction-Traume so mancher Autoren wohl beiseite gelegt wer-
den. Es gibt ndmlich einen Unterschied zwischen einer Schallmauer und einem Wurmloch, und
dieser besteht darin, dal3 die Schallgeschwindigkeit keine Grenzgeschwindigkeit darstellt, die
Lichtgeschwindigkeit allerdings sehr wohl.

Literatur

[1] A. Einstein, N. Rosen: The Particle Problem in the General Theory of Relativity: In
Physical Review Vol. 48, S. 73-77 (1935).
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Anhang

Der Ortsvektor hat in sphérischen Koordinaten folgende Darstellung:
r=rcosfe, +rsinf cosge, +rsindsin ge,.

Sein totales Differential lautet

dr = ar+ " 4o +ﬁd¢ =(cosfdr —rsin0do e,
o 00 dg
+(sin@cospdr +rcosd cospdb —rsingsinHde)e,

+(sin@sin edr +rcosdsinpdd +r cospsinfde)e,.
Daraus folgt das Betragsquadrat

dr? =(cos@dr —rsin 0d0)2
+(sin 6 cosdr +r cos 6 cosdd —rsingsin 9d<p)2

+(sin@sin edr +r cosOsinpdd +r cosesin ngo)2
=dr® +r’d@* +r’sin*6d¢’.

In der Notation von Einstein und Rosen sind die totalen Differentiale der vierdimensionalen
Koordinaten gegeben durch

dx, = cos@dr —rsin0dao,

dx, =sin @ cosedr +rcos6 cosedf —rsingsin6de,
dx, =sin@singdr +rcosdsin pdl + r cosgsin Ode,
dx, = cdt.

Die Betragsquadrate lauten

dx? = (cosOdr —rsin6de)’
=c0s®6dr? —2rsin 6 cosOdrd + r?sin? 0d6?,

dx; =(sin@ cosedr +r cosd cospd6 — rsingsin Odgo)2
=sin® @ cos’ pdr? + 2rsin @ cos 6 cos” pdrdé
+r?cos’ 8 cos” pdO” —2r°sin @ cos O sin ¢ cos pdOd o
+r’sin® psin® 0de® — 2rsin® @sin ¢ cos pddr,

dx; =(sin@sinedr +rcos@sinpdd +r cosgsin quo)2
=sin®@sin® pdr® + 2rsin 6 cos@sin® pdrd
+r?cos’ @sin® pd@* + 2r? sin @ cos @ sin @ cos pd Hd ¢
+r?cos’ psin® Bde® + 2rsin® sin ¢ cos pdpdr,

dx; = c*dt?.
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Addieren wir den zweiten und den dritten Term, so ergibt sich

dx; +dx? =sin” @ cos’ pdr? +sin’ @sin® pdr?
+2rsin @ cos O cos’ pdrdd + 2r sin O cos & sin” pdrd @
+r2cos’® 8 cos® pdO? +r® cos? @sin’ pdH*
—2r®sin@ cossin ¢ cospdfde + 2r? sin @ cos @sin @ cos pdfd ¢
+r2sin® gsin® 0de® + r> cos® psin® d”
—2rsin’ @sin ¢ cos pdedr + 2r sin” @sin ¢ cos pdedr.

Krzen wir noch entsprechend, verbleibt
dx; +dx; =sin’ 0(cos® ¢ +sin® p)dr’
+2rsin 0 cos 6 (cos” ¢ +sin’ ¢ ) drd
+1? cos’ 0 cos’ ¢ +sin’ ¢ ) dO?
+r?sin® (sin’ g +cos’ ) d’
=sin”@dr’® + 2rsin @ cos@drdo
+r2cos’ 0dO° +r?sin*6do°.
Ahnlich gilt
dx; —dx’ = c?dt® —cos® @dr? + 2rsin @ cos0drd 6 — r* sin® 6d 9.
Das differentielle Wegelement lautet somit
ds® = dx? — dx? — dx> —dx}
= c’dt® —(cos® 0 +sin® 0)dr? —r?(sin® 6 +cos’ ) d6” —r’sin® 0d
=c’dt’ —dr® —r?(d6’ +sin’ Ode? ).

In der von Einstein und Rosen angegebenen Transformation sind die Differentiale gegeben
durch

d&, =cosd cosh(act)dr —rsinécosh(act)dd +arcos@sinh(act)cdt,
d&, =sin@cosedr +rcosfcospdf —rsingsinfde,
d&, =sindsinedr +rcosfsinpdf +r cosgsinOde,
d&, =cos@sinh(act)dr —rsin@sinh (act)do +ar cos cosh (ect)cdt.

Bilden wir davon die Betragsquadrate, so folgt
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d&? = (cos6 cosh (acct)dr —rsin@ cosh (act)d6 +ar cosOsinh (act)cdt)’
=cos” 6 cosh? (acct)dr? +r?sin® @ cosh? (act)d6? + a*r? cos® @sinh? (act) c’dt?
—2rsin@ cos @ cosh? (act)drd + 2ar cos’ Osinh (act)cosh (act) cdtdr
—2ar?sin 0 cosOsinh (act)cosh (act)cdtdo,

dé&; =(sin@cosedr +rcosd cosepdd —rsingsin Bdgo)2
=sin® A cos’ pdr® + 2rsin 6 cos  cos” pdrd @
+r?cos” 6 cos® pd6* —2r?sin O cos @ sin ¢ cospdHd ¢
+r?sin® psin® 8dp® — 2r sin® @sin ¢ cos pd edr,

d&; =(sin@sinedr +rcosdsinpdo +r cosesin ngo)2
=sin”@sin” pdr’ + 2rsin @ cosOsin’ pdrdd
+r2cos® @sin® pd&* + 2r’ sin @ cos O sin ¢ cos pdd ¢
+r2cos’ psin® @de” + 2rsin® sin ¢ cos pdpdr,

d&? =(cosBsinh(act)dr —rsindsinh (act)d6 +ar cosd cosh (occt)cdt)2
=cos’ #sinh? (act)dr? +r?sin® @sinh? (act)do? +a’r? cos” 6 cosh? (act) c’dt?
—2rsin@ cos@sinh? (act)drdd + 2ar cos’® 6 sinh (acct) cosh (ecct ) cdtdr
—2ar?sin @ cosOsinh (act)cosh (act)cdtdo,

so daB deren Summe und Differenz gegeben sind durch
dé&Z +d&Z2 =sin®adr? + 2rsin @ cosAdrdd + r? cos” 0d6” +r?sin’ 6d?
und
dé&Z —déE = a’r? cos? 0(cosh2 (act)—sinh? (occt))czdt2
+cos’ Q(Sinh2 (act)—cosh? (oect))dr2
+2rsin 0 cos 0 (cosh” (act) —sinh? (act) ) drd6
+r?sin’ 0(sinh? (act)d6® —cosh® (act))d6?.
Krzen wir entsprechend, so ergibt sich
déZ —d&? = a’r? cos® Oc’dt? —cos® Odr?® + 2rsin@ cos Odrdd —r? sin® 6d6°
und schliel3lich

ds* =d&; —d& —d&f —d& = a’r? cos® Oc’dt’ —dr® —r? (d6” +sin’ 6de® ).
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