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Aufgabe: Parametrisieren Sie die Raumzeit und widerlegen Sie damit die Ansicht, wonach sich
der Raum mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreitet.

Losung: Weil sich das Weltall ausdehnt, aber dennoch von einer endlichen Masse ausgefullt
ist, 1aBt es sich nicht durch eine einzige Singularitat mit konstantem Schwarzschildradius R

erklaren. Es muf} daher mindestens zwei Singularitaten geben, die wir nachfolgend als Punkt-
und Randsingularitat bezeichnen, derart, daR3 sich das Weltall in zwei Anteile zerlegen &Rt,
nédmlich in eine Punktsingularitat mit expansionsabhangigem Radius r und eine Randsingulari-
tat mit kontraktionsabhéngigen Radius R, —r. Da die Radien nicht tiberlappen kénnen, gilt die

Beziehung
r+(Rs—r)<R;.

Tatsachlich ist das Gleichheitszeichen nur in einem einzigen Raumzeitpunkt erfullt, und zwar
wéhrend des Urknalls. Bei rdumlich homogener Oberflachendichte o setzt sich die Masse M
ebenfalls aus zwei Beitrdgen zusammen, den Massen der beiden Singularitaten,

M=M,+M,.
Ferner gilt fur das Universum die Massenerhaltung zu jedem Zeitpunkt seiner Ausdehnung:

M =4z0| 1"+ (R, ~r)’ | =470 [ R - 2r (R; -1) | < 470R?

Das Gleichheitszeichen gilt daher sowohl fir r =0 als auch fir r =R, und das Minimum der
Masse liegt wegen

M'(r)=8ro(2r—Rs)=0

und M"=167c >0 bei r =R, /2. An dieser Stelle ist die Masse M = 2zoR? der Singularita-

ten gerade einhalbmal so grof3 wir bei maximaler Ausdehnung oder zu Beginn des Universums.
Da diese Masse jedoch nicht verschwunden sein kann, steckt sie im sichtbaren Teil des Univer-
sums zwischen den Singularitaten. Die Masse des sichtbaren Universums nimmt also bis zu
einem Maximum zu, danach nimmt sie wieder ab. Auf den aus der Massenerhaltung abgeleite-
ten Widerspruch

Ry +r
Ry —r

Rs—r;t\/Rsz—rz=\/(Rs—r)(Rs+r)=(Rs—r) >R —r

wollen wir bei der nachfolgenden Parametrisierung jedoch nicht eingehen, weil dieser durch
iiberlappende Schwarzschildradien® die Existenz des sichtbaren Universums in Frage stellen

! Die Radien mussen in der Tat kleiner sein als angenommen.

Copyright © 2021, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 1


http://www.manfredhiebl.de/
http://www.manfredhiebl.de/Physik/physikaufgaben.htm
http://www.manfredhiebl.de/impressum.htm
mailto:Manfred.Hiebl@t-online.de
http://www.manfredhiebl.de/guestbook125661onetwomax.pdf

Physikaufgabe 158

wirde. Wir nehmen im folgenden an, dal? der innere Radius linear mit dem Drehwinkel ¢ in
der x-y-Ebene zunimmt, d.h.

r(p)=—-R.

T2 ®
Setzen wir diesen anwachsenden Radius in die Toruskoordinaten

X(¢,0)=(Rs +rcos6)cose,
y(¢,0)=(Rs +rcosd)sing,
z(p,0)=rsin0

ein, ergeben sich die Koordinaten der Punktsingularitat (Abb. 1):
X, =R (1+£cos€jcos
p =R ?
2r
_ 4 i
Yo =R (1+—cos€jsm o,
2r

z, =R %sin 0,

wobei 6 €[0, 2] der Winkel senkrecht zur x-y-Ebene in Richtung der z-Achse ist.?

2 Die vierte Dimension ist die radiale Ausdehnung des Raums, die sich in der zeitlichen Zunahme des Schwarz-
schildradius der Punktsingularitit bemerkbar macht.
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Abbildung 1. Die Punktsingularitat aus zwei verschiedenen Perspektiven

Fir ¢ =27, d.h. nach einer vollen Umdrehung, gilt r = R, und wir erhalten einen Kreis in der
x-z-Ebene mit Mittelpunkt (Rs, 0),

(% —Rg )’ +22 =RZcos? 0+ RZsin® 0 = R2.
Fur die Randsingularitdt des Antiuniversums gilt das gleiche (siehe Abb. 2).

Kopplung Universum/Antiuniversum

0.5

0.5

0.5 el

Abbildung 2. Beim Urknall kollidiert die Punktsingularitét des Universums mit der Randsingularitat des Antiuniversums, wobei
sie sich gegenseitig ausléschen

Die Koordinaten der Randsingularitat (Abb. 3) erhalten wir, indem wir die Koordinaten der
Punktsingularitat vom konstanten Schwarzschildradius des Universums abziehen:
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Xg = X—Xp =Ry (1—£)cos@cos<o,
27
_ _ (0] .
Ye =YY =Rs (1——jcosesm o,
2
2, =1-2, =R (1—£jsin 0.
27

Addieren wir die Koordinaten von Punkt- und Randsingularitét,

Xp + Xz = R (1+£cos€jcos<p+ R (l—ijCOSQCOS(D,
2r 27

Yo +Yr =R (1+2£c059jsin<p+ Ry (1—£
T

cos@sin e,
27rj 4
Z,+2; =R Zisin 0+ R (1—£jsin 0,

T T
erhalten wir den lochfreien Torus (Abb. 4) mit r(¢) =R,

X(¢, 0) =R (1+cos6)cos e,
y(¢,0)=Rs(1+cos0)sing,
2(p,0)=Rysino.
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Abbildung 3. Die Randsingularitat aus zwei verschiedenen Perspektiven

Abbildung 4. Die Uberlagerung von Punkt- und Randsingularitét des Alls stellt einen Torus dar

Die Punktsingularitét (grin) entsteht, wie in Abb. 5 schematisch dargestellt, auf dem Rand der
Randsingularitat (rot). Die Massenzunahme erfolge im mathematischen positiven Drehsinn.?
Bei getrennter Darstellung der zeitlichen Entwicklung, d.h. ohne Uberlagerung, ergeben sich
die Verhdltnisse in Abb. 6. Die Massen sind dabei auf den Oberflachen der jeweiligen Singu-
laritaten konzentriert, wobei das sichtbare All den Raum dazwischen ausfillt. GemalR der ein-
gangs formulierten Uberlegungen erreicht das sichtbare All nach Ablauf der halben Lebens-
dauer des Universums sein Ausdehnungsmaximum, ehe es sich wieder zusammenzieht. Eine
Kollisionsgefahr mit dem Antiuniversum besteht aufgrund der CPT-Transformation nicht, da

3.d.h. in die Zeichenebene hinein
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die beiden Universen jeweils um ein Weltalter auseinanderliegen und sich erst bei Urknall wie-
der treffen. Das Antiuniversum erreicht uns also aus der Vergangenheit, aber das ist angesichts
der Zeitspiegelung auch klar, weil in einem solchen System alle VVorgange riickwarts ablaufen.
In unserem Universum hingegen kénnen wir nicht in die Vergangenheit reisen.*

¢=0 p=r

Z z

Qp=2r
.
4hnl - , A ,
X N X \_/ X
R 2R R R/2 R R 3R/2 2R 2R

Abbildung 5. Punkt- und Randsingularitét als Funktion des Azimutwinkels (schematisch)

Um unser Modell zu validieren, benétigen wir die Ableitungen der Koordinaten von Punkt- und
Randsingularitat nach ¢ und 6. Die Koordinaten der Punktsingularitit haben folgende Ablei-
tungen:

OXp . R . OX PRy .
—P = _R.sinp+—-cos@(cosp —psinp), —==—-""S3sinOcose,
o~ Resine mcosO(cosp=gsing), Zr==" 4
Y, R . oy, @R, . .
—P —R.CcOsSp+—-cosO(sinp+pcosp), —L=—-""Ssin@sing,
op ~ ReCosery neosO(singocose), == v
(23 :&sine, 9y _ PRy cos 6.

op 2r 00 2rm

Fur die Koordinatenableitungen der Randsingularitét gilt entsprechendes:

X, R : X @ j :

—R —_ S cos@(cosp+(2r —p)sinp), —X=—-R.|1-— |sinOcosp,
o0 21 (cosp+(2n-g)sine), S( 2 ¢
e _ R : oy ( @j L
—R —__S cosé(sinp—(27 —p)cosp), —R=—R.|1-— [sinfsino,
oo 2n (sing~(27 ~p)oosp), Z5=-Ri|1-5- 4
a_ZR :_&Sin Q, aZR-: RS (1—£j0059-

oQ 2r 00 2r

4Wohl aber in die Zukunft
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Abbildung 6. Punkt- und Randsingularitét aus zwei verschiedenen Perspektiven

Die Tangentialebene laflt sich beschreiben durch die beiden Tangentialvektoren r, und r, langs
der Koordinatenlinien und den dazu senkrechten Normalenvektor N. Fiir die Punktsingularitét
gilt

r :aXPeXJrayPeerayPe
op op

4

20 :ZR—;(cosecosw—(Zn +@cos6)sing)e,

R . R. .
+—(cos@sinp+(2x +@cosO)cosp)e, +—-sinfe
277:( go ( Q) ) (D) y 27[ z

mit dem Betrag
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M:\/[%j +(%j +(82_Pj :S—S{(cosecow—(Zn+¢cos€)sin¢>)2

op op o T

1/2
+(cosOsing+ (27 +¢C050)C03(p)2 +sin? 9}

zzR_;\/1+(27z +<pc059)2

und

r _aXPe +aype +aype :_¢Rs(

00" 00 Y 00 ° 27

sin@cos e, +sindsinge, —cos@ez)

mit dem Betrag

P .
00 00 00 2n

An den Polen 6 =+7/2 ist der Tangentialvektor in 8-Richtung gegeben durch

PR
2

r, =%~ (cospe, +singe, ),

besitzt also keine z-Komponente, wéhrend der Tangentialvektor in ¢-Richtung,

R .
r, :i(—Zn singe, +27 cosge, +e, ),

einen Lange

Ir,| R Jarri1sR

2

besitzt. Am Aquator & =0 und 0 = r ist der Tangentialvektor in ¢-Richtung gegeben durch

r, = i—ﬂ[(cosqm(Zniq))sin o)e, +(singoi(27rigo)cosqo)ey].

Er hat den Betrag

M :2R—;\/(C05(p$(27r +@)sin (p)2 +(Sing0i(2ﬂ'i(p)COSg0)2

R 2
=— 1+(2r+ .
2 +( d (D)

Der Normalenvektor der Punktsingularitat ist gegeben durch
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2

_xr _(PRS

= =2
‘r{pxre‘ Ar ‘r@xre‘

{[(Zn + 0s0)Cos0 cosp +sing Je,
+[ (27 +¢cos@)cosfsing —cose Je, +(27r+(pcose)sin0ez},
und den Betrag des Kreuzproduktes erhalten wir geman
@R? 2
‘rw Xfe‘ :4—2{[(27r+gpcos€)cos€cosqo+singo]
T
. 2 2 . 1/2
+[ (27 +¢cos0)cosOsing —cosg | +(27 +pcos) smze}

Nach Ausmultiplizieren ergibt sich

‘rw X rg‘ =Z_R§\/1+(2ﬂ +¢cosf)’.
T

Der normierte Normalenvektor lautet damit

1

N =
\/1+(27r +(pCOS(9)2

{[(271 +¢0s0)Ccos6 cosp +sing Je,

+[ (27 +¢cos0)cosfsing—cosg e, +(27r+<pc059)sin9ez}.

Am Aquator, d.h. fir 6 =0 und 0 =, ist dieser gegeben durch
N :;{[i(&r +p)cosp+sing Je, +[ (27 J_rgo)singo—COSgo]ey},

und an den Polen wird er zu

N =

[sin pe, —cosge, + 27reZ].

1
V1+4n®

Bei der Randsingularitat verfahren wir analog:

r=Xe 1 N +ﬂe2=(

R .
50" % o —2—Scose(cosqo+(27r—(0)S|n(/’)jex

T

+(—2R—;cose(singo—(27r —(p)COS(D)Jey —ZR—;sin Oe,,

2 2 2\ Y2
ol (G (3] ()] - elorometec-opney

y
+cos” 0 (sinp —(27 —(0)008(0)2 +sin’ 9} 2 :S—;\/H(Zn—go)z cos? @
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sowie

. Ve,
0= x
80 00

; H
+ Re, =—R|1-—— sin 6 cos pe
y 00 ° 5( 271) ”

—R; (1—£j5in Osinge, + R (1—£)cos@ez,
2r 2r

(%) (%) (%) -~(-2)

An den Polen 6 =+7/2 ist der Tangentialvektor in 6-Richtung waagrecht,

_ - ¢ i
r, =FR; ( —Zj(coswex +sin <pey),
und der Tangentialvektor in g-Richtung steht senkrecht,

r, R
or

z*

Am Aquator 8 =0 fehlt in ¢-Richtung die z-Komponente, in 8-Richtung steht der Tangential-
vektor wieder senkrecht auf der x-y-Ebene:

R . R. /.
r, = —i(coscp+(2n —p)sing)e, —i(smgo—(Zn—qo)cosqo)ey

4
r,= RS( —Ejez.

Bilden wir das allgemeine Kreuzprodukt beider Vektoren,

RZ [0 .
r,xr, =$(1—Ej{—[smgp—(2n —@)cos’ 0 cose e,

+[COS(p+(27T (p)COSZQSIn(0]e +(27 - (p)smacosee}

ergibt sich nach Normierung mit dem Vektorbetrag

‘r x I ‘— ( —Zij{[singo—(Zﬂ—(o)COSZQCOS@]Z
7T

T

1/2
+[cosp+ (27 ~p)cos?Bsing | +(27—g) sin? o cos’ 0}
2
:5-2(1—%}/“(271 —go)2 cos’ 0

der Normalenvektor
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_r,xr, __sin(p—(Zn—(p)coszecosq)e
‘r(pxre‘ \/1+(27r—(p)200829
—_— 2 1 J— i
+c03¢+(2n ¢)cos 6?smqoeer (27 -¢@)sinOcoso 3
\/l+(27t—g0)2C0529 \/l+(27r—(p)200529

7"

An den Polen 6 =+7/2 ist er gegeben durch
N =—singe, +cosge,,

und am Aquator 6 =0 gilt

_singo—(27r—go)c05qoe s cos<o+(27r—go)sinqoe

1+(2r—9)  (1+(2r-@)

Xe 1 1 3 1 2 1
R 2
e 0 0 0 0 0 0
RS
Lo 0 0 0 .1 0 +1
R, 2
[0 0 0 T T 2n 2n
0 0 tr/2 0 tr/2 0 tr/2
r
— e—x+ey eyie—z —e—x—gey —eyie—z e—X+2ey eyie—z
Ry | 27 2n 2r 2 2r  2rm 2
Lo 0 0 1eZ J_rieX e, Fe,
R, 2 2

2re, —e —e t2re -3re, +¢e e t2re Are —e —e t2re
N X y y z X y y z X y y z

V1+472  Nl+4x®  1+977  l+4n?  J1+1672 1+ 4x?

Table 1. Spezielle Werte der Tangentialebene an die Punktsingularitat

In Tabelle 1 sind einige ausgewahlte Werte fiir die Punktsingularitat angegeben. Speziell in den
entarteten Polen der Punktsingularitat fir ¢ =0 und 6 =+7/2 gilt

X =Rs, ¥p=0, z,=0,

d.h. die Pole wandern bei wachsenden z-Koordinaten ausschliellich in die positive ¢ -Rich-
tung. Hat die Punktsingularitét fir ¢ = 27 ihre maximale GroRe erreicht, ist die Entartung auf-
gehoben und es gilt

Xs =R, Yp=0, z,==R;.
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Am auReren Aquator mit 8 =0 und ¢ = lauten die Werte
XP:——RS, yP:O’ ZP:O'
und am inneren Aquator mit @ =z und ¢ =7 gilt
1
Xp :_ERS’ Y, =0, z,=0.

In den Tabellen 1 und 2 wurden alle GroRen auf den Schwarzschildradius normiert.

il 1 0 1 0 0 0

R 2

Y= 0 0 0 0 0 0

RS

Zr 0 +1 0 +1 0 0

R 2

[0} 0 0 T Vs 2r 2r

0 0 /2 0 tr/2 0 tr/2

Tl tose ste te- Lo 21te 1o ;1o

R | 2z Y "2zt x> 2 Tant T2 Tan

Lo e, Fe, 1eZ _ieX 0 0

Ry 2 2

N 2re, +e, . me, +e, . . .
J1+47 ’ J1+ 72 ’ ’ ’

Table 2. Spezielle Werte der Tangentialebene an die Randsingularitat
Fur die Randsingularitét sind einige ausgewahlte Werte in Tabelle 2 abgegeben. Speziell an den
Polen der Randsingularitat fir ¢ =0 und 6 =+7/2 gilt

Xg =0, Y:=0, zz==Rq,

und in den entarteten Polen der Randsingularitat® fir ¢ =27 und 6 =+x/2 haben wir die
Werte

Xg =0, y;=0, z;=0.

Aus dieser Parametrisierung geht klar hervor, da der Raum nach den Gesetzen der Allgemei-
nen Relativitatstheorie von Anfang an vorhanden war, und nicht erst aufgespannt werden
muBte. Er hat keinen zeitlichen Anfang und kein Ende, da er in sich geschlossen ist. Auch der
Schwarzschildradius des Alls ist hinsichtlich seiner GroRe unantastbar. Eine konstante Energie

® Natiirlich besitzt eine Singularitét Pole, da sich die Masse auch in der Singularitat tber die Oberflache verteilt.
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und ein konstanter Impuls besitzen konstante Masse und haben damit auch einen konstanten
Kehrwert, den man die Raumzeit nennt. Was aber von Anfang an vorhanden war, bedarf keiner
Ausbreitung mit Uberlichtgeschwindigkeit, denn wohin sollte es sich auch ausdehnen, wenn
die Ereignishorizont des Universums dessen endliche Grof3e bestimmt.
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Anhang

% Programm zur Veranschaulichung von Punkt- und Randsingularitat
clear all

R=1;

theta=linspace(0,2*pi,72);
phi=linspace(0,2*pi,36);
[Phi,Theta]l=meshgrid(phi,theta);

% Punktsingularitat

% entsteht auf dem Rand der Randsingularitat
% im Abstand des Schwarzschildradius

% und lauft auf einem Torus um die Randsingularitat.
% Positiver Drehsinn

x=(R+R.*Phi/2/pi .*cos(Theta)) .*cos(Phi);
y=(R+R.*Phi/2/pi .*cos(Theta)) . *sin(Phi);
z=R.*Phi/2/pi.*sin(Theta);

figure(1)

surf(x,y,z);

daspect(]1 1 1D

colormap(“jet")

title("Lichtkegel der Punktsingularitat®)
xlabel ("$x$", "interpreter”, " latex™)

ylabel ("$y$", "interpreter”, " latex")

zlabel ("$z$", "interpreter”, " latex")

% Randsingularitéat

% dreht sich im Inertialsystem

% mit abnehmendem Radius

% um den Koordinatenursprung
Xx=R.*(1-Phi/2/pi) .*cos(Theta) .*cos(Phi);
y=R.*(1-Phi/2/pi) .*cos(Theta) .- *sin(Phi);
z=R.*(1-Phi/2/pi) _-*sin(Theta);

figure(2)

surf(x,y,z);

daspect([1 1 1D

colormap(jet*")

title("Lichtkegel der Randsingularitat®)
xlabel ("$x$", "interpreter”, " latex™)
ylabel ("$y$”, "interpreter”, "latex”)
zlabel ("$z$", "interpreter”, " latex")

XX

% Punkt- und Randsingularitat
x=(R+R.*Phi/2/pi.*cos(Theta)) .*cos(Phi);
y=(R+R.*Phi/2/pi .*cos(Theta)) . *sin(Phi);
z=R.*Phi/2/pi.*sin(Theta);

figure(3)

surf(x,y,z);

Xx=R.*(1-Phi/2/pi) .*cos(Theta) .*cos(Phi);
y=R._.*(1-Phi/2/pi)_-*cos(Theta) .*sin(Phi);
z=R.*(1-Phi/2/pi) .*sin(Theta);

hold on

surf(x,y,z);

daspect([1 1 1D

colormap(“jet")

title("Lichtkegel von Punkt- und Randsingularitat®)
xlabel ("$x$", "interpreter”, " latex™)
ylabel ("$y$", "interpreter”, "latex”)
zlabel ("$z%$", "interpreter”, "latex")
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% Universum

Xx=(R+R.*Phi/2/pi .*cos(Theta)) .*cos(Phi)+R.*(1-
Phi/2/pi).*cos(Theta) .*cos(Phi);
y=(R+R.*Phi/2/pi .*cos(Theta)) . *sin(Phi)+R.*(1-
Phi/2/pi).*cos(Theta) .*sin(Phi);
z=R.*Phi/2/pi.*sin(Theta)+R.*(1-Phi/2/pi).*sin(Theta);
figure(4)

surf(x,y,z);

daspect([1 1 1D

colormap(jet*")

title("Lichtkegel des Universums®)

xlabel ("$x$", "interpreter”, " latex™)

ylabel ("$y$", "interpreter”, " latex”)

zlabel ("$z%$", "interpreter”, "latex")

% Punktsingularitat des Universums koppelt mit Randsingularitat des Antiuni-
versums

Xx=(R+R.*Phi/2/pi .*cos(Theta)) .*cos(Phi)-R.*Phi/2/pi.*cos(Theta) .*cos(Phi);
y=(R+R.*Phi/2/pi .*cos(Theta)) .*sin(Phi)-R.*Phi/2/pi.*cos(Theta) .*sin(Phi);
z=R_.*Phi/2/pi.*sin(Theta)-R.*Phi/2/pi.*sin(Theta);

figure(b)

surf(x,y,z);

daspect([1 1 1]

colormap("jet")

title("Kopplung Universum/Antiuniversum®)

xlabel ("$x$", "interpreter”, "latex")

ylabel ("$y$", "interpreter”, " latex”)

zlabel ("$z$", "interpreter”, " latex”)

% Punktsingularitdt des Antiuniversums koppelt mit Randsingularitat des Uni-
versums
x=-(R+R.*(1-Phi/2/pi) .*cos(Theta)) .*cos(Phi)+R.*(1-
Phi/2/pi).*cos(Theta) .*cos(Phi);
y=—-(R+R.*(1-Phi/2/pi) .*cos(Theta)) -*sin(Phi)+R_*(1-
Phi/2/pi) .*cos(Theta) .*sin(Phi);
z=-R.*(1-Phi/2/pi).*sin(Theta)+R.*(1-Phi/2/pi) .*sin(Theta);
figure(6)

surf(x,y,z);

daspect(]1 1 1D

colormap("jet")

title("Kopplung Antiuniversum/Universum®)

xlabel ("$x$", "interpreter”, "latex")

ylabel ("$y$", "interpreter”, " latex")

zlabel ("$z%$", "interpreter”, "latex”)
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