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Aufgabe: Berechnen Sie mit Hilfe der Quantenmechanik die Entropie des Weltalls aus seinen
Phasenraumzustanden. Wie viele verschiedene Anfangsbedingungen hat das Multiversum?

L6ésung: Wir gehen davon aus, dal’ das All ein Schwarzes Loch im Hawkingschen Sinne ist,
fur welches die bekannte Entropieformel
_ ke*A
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gilt, wobei A die Oberflache einer Sphéare mit Schwarzschildradius R ist, der nicht dem ge-

genwadrtigen Radius der momentanen Ausdehnung entspricht. Die Gbrigen Grof3en sind Natur-
konstanten: die Boltzmannkonstante k, die Gravitationskonstante G, die Lichtgeschwindigkeit
¢ und das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum 7. Setzen wir die Oberflache einer Sphére

A=47R? in die Entropieformel ein, konnen wir diese mit Hilfe des Schwarzschildradius

_2GM

2

R .

wie folgt umformen:

_Arkc®R: ke 4G*M? 1 87kGM
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wobei M die Masse des Alls ist. Substituieren wir die Naturkonstanten durch die Hawking-
Temperatur

3
T hc |
87kGM

folgt aus der Entropie

1Mc® 1E
2 T 27

S =

die Warmemenge
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die halb so groR ist wie die Energie E des Alls insgesamt. Wie aus der statistischen Physik
bekannt, kdnnen wir die Entropie S =kIn< durch Spurbildung einer Verteilungsfunktion der
Phasenraumpunkte eines N-Teilchensystems

(6, P) =0 Qs Prveee Py)

aus der die Differenz der Phasenraumvolumina
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E
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herleiten, indem wir den Phasenraum Uber ein Energieintervall von E bis E + AE integrieren,

E+AE
Q(E,V,N)=Z(E+AE,V,N)-Z(E,V,N)= [ d'qd'p.
E
Im dreidimensionalen Raum der klassischen Thermodynamik gilt f =3N, z.B. fir ein ideales

Gas. In der Quantenmechanik gilt dies aufgrund der Heisenbergschen Unscharferelation jedoch
nicht. Zwar kénnen wir auch dort die Entropie schreiben als

E+AE l 1
SzkInQ:—kJ' d'qd"p In ,

4 Q(E,V,N) Q(E,V,N)

aber um das Integral auszuwerten, bendtigen wir zundchst Q. Die Zahl der Zustande des Alls
mit einer Energie, die zwischen E und E + AE liegt,* betragt ndherungsweise

Z+AZ E+AE E+AE
Q=az= [ dz= | Z g% [ dE=%Z Ae
) oE OE oE

E E

Eine kanonische Zustandssumme Z(E,V,N) wie fir ein ideales Gas konnen wir fir ein

Schwarzes Loch jedoch nicht verwenden, weil unser Problem aufgrund der Quantenmechanik
eindimensional ist. Mit

S 47GM* 4zGE?
—= = —=InQ
k hc hc
und in der N&herung
0z 4nGE?

Q~—AE =ex
OE P hc®

kdnnen wir nur auf ein triviales Ergebnis hoffen. Mit der intuitiv gewonnenen exakten Lésung

0Z 8nGE 47GE?
—= =—EXp :
OE fic fic

hingegen kommt man genau zum selben Ergebnis, wenn man setzt:

5
E= ¢
87GE

1 Auch das All besitzt eine Unschirfe.

Copyright © 2021, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 2



Physikaufgabe 150

Dal? die empirisch gefundene Funktion das Problem exakt 16st, wollen wir nachfolgend bewei-
sen. Ziehen wir die partielle Ableitung des Phasenraumvolumens nadmlich hinter das Integral-
zeichen, folgt

E+AE +AE (E+AE)
Q= I 2 4 E_ j 47TGE dE_4ﬂ? j epr'ﬂGS5 dé
2 2 et 5 hc
ex 47TG(E+AE) ox 47GE?
—e nc’ P

Unter Vernachlassigung von Termen zweiter Ordnung und in der Naherung der Exponential-
funktion bis zu Gliedern erster Ordnung folgt weiter

Q~exp

47G(E’ +2EAE) _exp MCE" _ oy 47CE” (exp 87GEAE _1j
hc® hc® ° he®
87GE _ _4nGE”
= ex

hc® P hc® AE

und daraus

87GE
hc®

AE =1,

was zu beweisen war. Nach Einsetzen des Schwarzschildradius

2GE
C4

Rs =

in die exakte Losung erhalten wir fir die auf der Spharenoberfldche des Schwarzen Lochs ge-
legenen Zustéande den Ausdruck

Q=

4nR,AE exp 27RE _ 47RsAp exp 2Ry p |
hc hic h h

wobei wir noch wegen der Unschérferelation die Energiedifferenz AE =cAp durch eine Im-
pulsdifferenz ersetzt haben. Fur die N&herungsldsung gilt also

> nc _hoc

AE = = =— :
87GE 4nR, 2 2nR

und mit der kanonischen Ortunschérfe Aq folgt nach Einsetzen von 27 R, = NAQ die Impuls-
unscharfe

A1 a1
Ap== =2
227R, 2 NAq

Aufgrund der Unscharferelationen
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N N

L i h I h
D AGAp, ==Y 5;=— und > > AqAp,=-> 1=N_
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folgt mit

N l N
P=2.p; =32 4p,
=1 j=1

]

das Phasenraumvolumen

1 N N
N =22 AqAp

2474
Q:gZAinpj exp——32 :expEZQ/EN,
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Wir sehen also, daB die Phasenrdume von Ort und Impuls eindimensional sind und auf einem
Kreisumfang liegen. Daraus folgt die Entropie des Universums

S:kInQ:EkN.
4

Sie entspricht der Entropie eines idealen Gases mit einem Freiheitsgrad, dessen innere Energie
gegeben ist durch

E:ENkT,
2

und damit ist auch die Wéarme

1 E
Q=TS= 2 NKT = 5
konstant. Alles ist quasi aus Warme und kehrt in Warme zuriick. Wie wir gesehen haben, ist
die Entropie des Alls nicht von der Temperatur abhangig. Weiter als bis zu diesem Wert kann
sie auch nicht zunehmen. Das Weltall kann demnach nicht auf eine scharfe Singularitat abge-
bildet werden, weil der absolute Temperaturnullpunkt nicht erreicht werden kann. Kirzen der
Energie auf beiden Seiten der Gleichung

27RE _ E
e 2KT

E=InQ:
k

liefert die Abhangigkeit des Schwarzschildradius von der Temperatur

fic 2GM
Ry = —— = .
ArkT c

Aus dem eben genannten Grund, weil ndmlich nach dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik,
auch Nernstsches Theorem genannt, der absolute Temperaturnullpunkt nicht erreicht werden
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kann, kann auch der Schwarzschildradius nicht unendlich werden. Es gibt demnach beim Ur-
knall so viele Anfangsbedingungen, wie das Weltall im Phasenraum Zustande annehmen kann,

und jeder dieser Zustande ist gleich wahrscheinlich und fuhrt zu einem voéllig anderen Univer-
sum.
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