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Aufgabe: Berechnen Sie die kinetische Energie des Universums unter der Annahme, dal? dieses
ein Schwarzen Loch darstellt.

Losung: Im voll expandierten Zustand besitzt das Weltall seine maximale kinetische Energie,
da diese in den Aufbau der Schwarzschildsphére gesteckt wird. Sowohl seine Translations- als
auch seine Rotationsenergie sind null. Die Expansion der Randsingularitét hat die Drehung der
Punktsingularitat hingegen voll zum Erliegen gebracht. In letzterer ist fir Bewegung kein Trag-
heitsmoment mehr vorhanden. Die kinetische Energie einer Kugelsphare ist die Summe aus
translatorischer Energie und Rotationsenergie. Letztere berechnet sich allgemein nach der For-
mel
Erot :% |a)2’

wobei @ die Rotationskreisfrequenz um die z-Achse darstellt und das Trégheitsmoment einer
Sphare sich als Grenzwert der Differenz der Tragheitsmomente zweier Vollkugeln mit den Ra-
dien Rg und Rg + AR fur AR — 0 ergibt:
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Dabei haben wir die Division durch Null vermieden, indem wir auf Z&hler und Nenner die
binomischen Formeln angewandt haben. Substituieren wir noch die Winkelgeschwindigkeit der
Rotation auf dem Schwarzschildradius durch die Kreisfrequenz o =c¢/Rg, erhalten wir die Ro-

tationsenergie eines Schwarzen Lochs, welche ein Drittel der Gesamtenergie betrégt,

E.o = 1 MR’ = 1 Mc?.
3
Umgekehrt ist das Tragheitsmoment einer Punktsingularitdt auf dem Rand des Schwarz-
schildradius wegen ihrer verschwindenden Masse gleich null, und sie hat ebenfalls keine Rota-
tionsenergie.

Die radial nach auBen gerichtete Zentrifugalkraft steht mit dem translatorischen Anteil der ki-
netischen Energie im Gleichgewicht und ist in VVektornotation gegeben durch

F, =—Mox(oxr)=-Muoe, ><(copeZ xe, +wze, xez): Ma)zrsineep

z
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Dabei haben wir als Koordinatensystem Zylinderkoordinaten p, ¢ und z gewahlt, wobei r und
0 Kugelkoordinaten sind. Da der Ortvektor die Polarkoordinatendarstellung
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r=re =pe, +ze,
besitzt, konnen wir die Zentrifugalkraft mittels der Relation p =rsin@ und z=rcos6 auch

wie folgt ausdriicken:

F, = Mw’rsin Q(Ler —C?—SOezj =Mw’re, - M w’rcosbe,.
sin@ sin@

Bilden wir von diesem Ausdruck das Differential, ergibt sich mittels dM = oRZ sin0dfde die
Umformung
dF, = w’R (e, —cosOe, )dM = (e, —cosbe, )ow’R¢ sin@dode

Mit r = Rge, folgt das Differential der translatorischen kinetischen Energie

dE,., =rdF, =(e, -e, —Ccos0e, -e, ) cw’R sindOde

= (1-cos* @) ow’R¢ sin0dOdg = oc’R? sin® 0dOd.
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woraus sich mit Hilfe des Integrals
f -3 T 1 3 i 4
Ism 0d6 =[-cos6]; +=[cos’ 0] =—
0 3 °© 3
die kinetische Translationsenergie ergibt,
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Insgesamt betragt die kinetische Energie eines Schwarzen Lochs
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kin trans

Mc? +%Mc2 = Mc?.

Es stimmt also nicht ganz, dal} wir nicht wiiSten, was in einem Schwarzen Loch passiert.
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