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Aufgabe: Berechnen Sie den Gravitationsdruck des Universums unter der Annahme, dal das
All ein Schwarzes Loch ist.

Losung: Der Gravitationsdruck gehort zur inneren Energie einer Punktsingularitat und kom-
pensiert exakt deren Warmeenergie. Damit ist auch ihre innere Energie gleich null. Eine Punkt-
singularitét besitzt ebenfalls keine duRere mechanische Energie, weder potentielle noch kineti-
sche,! weil sie noch keine Geschwindigkeit aufgenommen hat und keine Masse besitzt und
damit auch keine Gesamtenergie. Der Gravitationsdruck kann Arbeit verrichten und duf3erst
sich insofern als dunkle masselose Energieform. Gébe es ihn nicht, hétte das Weltall zu Beginn
keine Kraft zu seiner Ausdehnung. Ublicherweise berechnet man den Gravitationsdruck eines
gasformigen Himmelskdrpers konstanter Dichte p in der Astrophysik gemaR dem aus der Kon-

tinuumsmechanik bekannten hydrostatischen Druck

p(h):pjlg(R—r)dr,

wobei ¢ (r) die ortabhéngige Gravitationsbeschleunigung ist, R der Radius des Himmelskor-

pers und h=R—r die entsprechende , Wassertiefe.“? Fir einen gleichmaRig ausgefiillten Kor-
per mit radiusabhangiger Masse gilt

_GM(r) 4zGpr® 4zGpr GMr

9(r) r? 3r? 3 R®

An der Oberflache h =0 ist natiirlich kein hydrostatischer Druck vorhanden. Insgesamt ergibt
sich ein hohenabhangiger Gravitationsdruck

GM | GM t, GM | GM GM h?
p(h)= 5 pl‘(R—r)dr: ~ p{dr— 5 p!rdrz =2 ph—?p?.

Im Mittelpunkt des Himmelskdrpers gilt r =0 bzw. h =R. Daraus folgt

GM 1GM 1 GM 3GM?  2z2G ,_,
R =) = — = = R .
PRI = P R PR P gerr = 3

Bei einem Schwarzen Loch, dessen Masse voll auf der Oberflache konzentriert ist,® liegen die
Verhaltnisse indes anders. Hier verschwindet die Ortsabhangigkeit der Gravitation wegen
_ GM(r) 4zGor? _47GM _ GM

r =47Go = =—,
9(r) r? r? 4nRE R?

wobei Ry der Schwarzschildradius ist. Multipliziert mit der Flachendichte ergibt sich ein Gra-
vitationsdruck von

1 Wegen des Virialsatzes
2 Bekanntlich wird der hydrostatische Druck aus dem Gewicht der tiber der Tiefe h lastenden Masse bestimmt.
3 Und die damit eine Randsingularitit darstellt
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und eine Gravitationskraft F, = pA,, wobei A, =4xR¢ die Oberflache der Singularitat ist. Die
Expansionsarbeit gegen die Gravitationskraft ergibt sich dann durch Integration aus dem Dif-
ferential dW = -R.dF,, wobei dF, = pdA,. Mit dA, =RZsindddd¢ folgt

dW =—-pRZsin0dode
und nach Integration

2
f 2 47oRZ) G 2

W=—pR§J’sin0d0J'dqo:—47rpR§:—( 3, __GM°
0 0 R R,

wobei wir die Integrationskonstante gleich null gesetzt haben. Mittels der Relation

2GM

RS

erhalten wir schlieBlich die halbe kinetische Energie des Alls,

w =1y M :—ll\/lcz,
2 R 2

die als dunkle Energie negativ ist und daher zu fehlen scheint. Aber das ist ein Irrtum, weil das
Universum aus zwei Singularitaten besteht, einer Rand- und einer Punktsingularitét, die gegen-
seitig Masse austauschen und zwischen denen sich, auBer zum Zeitpunkt des Urknalls, der
Raum ausdehnt. Die fehlende Energie wird somit durch die masseunabhéngige Warmeenergie
der Punktsingularitat kompensiert.
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