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Aufgabe: Berechnen Sie die Drehimpulse des Weltalls unter der Annahme, daf3 das Universum
ein Schwarzes Loch ist. Zeigen Sie, daR ein einzelnes Plancksches Wirkungsquantum auf der
Randsingularitat einen Urknall auslésen kann.

Losung: Sei
L=L,+L,+L, =RM,c+RM,c+R M_c=R;Mc

der Gesamtdrehimpuls des Universums, der sich zusammensetzt aus den Drehimpulsen der
Punktsingularitat L,, der Randsingularitat L, und des Raums L,. Neben der Drehimpulser-

haltung gilt auch der Energieerhaltungssatz
E=M,*+Mc*+M_c’=Mc?

bzw. der Massenerhaltungssatz mit den entsprechenden Massen:
M,+M,+M_ =M.

Unter der Annahme gleicher Dichten addieren sich auch die Volumina
V,+V, +V, =V

und die dritten Potenzen der Radien
RP+R’+R’ =R!.

Normiert kbnnen wir schreiben

My M, M, R R R
—_—t— —:—3+—3+—3 =1.
M M M R R RS
Da Punkt- und Randsingularitét sich gegenseitig ausschlie3en, wéhlen wir die Parametrisierung
der beiden Singularitaten wie folgt:

RO_ MO_Rg_S
RS_% M_Rg_y’
R M_ R 5
—2 =]y, —2=—2=(1- ’
RR M R (1=7)

Damit erhalten wir folgenden Ausdruck,
L =y*RyMc+R,M c+(1-7)* RyMc = RyMc,

aus dem wir durch Umformung den mittleren Term bestimmen kdnnen:
RM,C=(1-7"~(1-7)"|RMc

Aus der binomischen Formel
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(1—7/)4 =1-4y +6y>—4y° +¢*
ergibt sich
a +4;/(1—y)(l—%y(l—y)j+(l—y)4 =1
und damit die Lésung
L =y*RMc+4y (l—y){l—%y(l—y)} RSMC+(1—7/)4 R;Mc =R Mc,
mit den Beitragen
Ly =7",
L, =4y (1- y){l—%y(l— ;/)} R.Mc,
L, =(1-7)" RsMc.
In Tabelle 1 sind einige ausgesuchte Werte aufgefiihrt. Der Drehimpuls der Punktsingularitat

nimmt zu, jener der Randsingularitat nimmt ab, und der Drehimpuls des leeren Raums hat ein
lokales Maximum bei der Halbzeit des Alls.

y | L/RMc L,/RMc L, /RMc | L/RMc
0 0 0 1 1
ya| L 87 81 1
256 128 256
1 7 1
2| = - = 1
Y 16 8 16
ya| B 87 1 1
256 128 256
1 1 0 0 1

Tabelle 1. Einige ausgesuchte Werte fiir die Drehimpulse von Punkt- und Randsingularitdt sowie fiir den Raum

Sei nun L=rmc der infinitesimale Drehimpuls einer Punktsingularitat auf dem Ereignishori-
zont der Randsingularitat des Universums, wobei r und m den momentanen Schwarzschildra-
dius und die momentane Masse angeben.! Eine minimale Anderung des Drehimpulses erhalten
wir aus dem Differential AL = mcAr +rAmc = 7. Das zweite Differential lautet dann

A%L = CArAm + c(mAZr + crAzm) +CArAm = c[mAzr + 2ArAM + rAZm}

— 22—+ A—+2——+A—

A’r  _Ar Am A’m Ar  _Ar Am Am
=rmc =L =0,
r rm m r rm m

und es mul} verschwinden. Wegen

1 Wir sind also noch nicht beim maximalen Schwarzschildradius angekommen.
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ABE_AAT L AAM _atoo
L r m L

ist

AL = L[zﬂA—m hAl} L{zﬂw—m—imq 0,
rm L r cm L?

und das ist nur moglich, wenn

2ArAmc — hTL_O bzw. ArAmc_gA—LL>E

2

Das sich der Drehimpuls der Randsingularitat um nicht mehr als L &ndern kann, gilt auf dem
Rand des Universums das Gleichheitszeichen:

ArAmc_EA—L.
2 L

Wenn die Randsingularitét zu einer Punktsingularitat wechselt, andert sich der gesamte Dreh-
impuls auf Null. Daher ist AL =L und aus der Heisenbergschen Unscharferelation erhalten wir

ARSAMC:%

Wenn sich also die Masse des Universums ihrem Maximalwert gendhert hat, dndert sich die
GroRe des Raums nicht mehr. Hat sich hingegen der Raum bis zu seiner maximalen GroRe
ausgeweitet, gibt es keine Massen- und damit keine Energiednderung mehr. Bei maximaler
GroRe des Alls fuhrt selbst die kleinste Volumenfluktuation in der GréfRenordnung eines Wir-
kungsquantums zum Kollaps des Universums. Man darf sich diesen Urknall nattrlich nicht so
vorstellen, dal? der Ereignishorizont sich mit Lichtgeschwindigkeit in die Punktsingularitét stdir-
zen wiirde,? denn zum Zeitnullpunkt beriihren sich die Ereignishorizonte von Materie und An-
timaterie, und die Expansion des Universums beginnt von neuem. Das Weltall ben6tigt also zu
seinem Neustart weder einen Schopfer noch eine geisterhafte Entstehung aus dem Nichts. Es
war immer und es wird ewig sein, bis irgendwann nach unendlich vielen Modifikationen unser
jetziges Universum wieder erscheint, mit den gleichen VVorgangen, die sich schon einmal abge-
spielt haben.

2 Dies wiirde Milliarden Jahre dauern.
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