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Aufgabe: Zeigen Sie am Beispiel des Gravitationspotentials, dafl es eine Singularitit, deren
Masse in einem einzigen zentralen Punkt konzentriert ist, nicht geben kann, weil sich ein Teil
der gleichmaBig auf der Oberflache des Ereignishorizonts verteilten Masse in der Zukunft, der
andere in der Vergangenheit befindet.

Losung: Betrachten wir zunédchst Abb. 1. Im oberen Bild 1a) ist das Potential ¢ einer masse-
belegten Kugelschale in Abhédngigkeit vom Abstand » dargestellt. Diese sogenannte Punktsin-
gularitét ist nichts anderes als ein Schwarzes Loch, dessen Entropie proportional zur Kugel-
oberfliche, auf der die gesamte Masse gleichformig verteilt ist, zunimmt. Bild 1b) zeigt eine
Randsingularitit, also den Spezialfall einer Punktsingularitdt mit maximalem Schwarzschildra-
dius Rg.
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Abbildung 1. Potential einer Punktsingularitét der Zukunft a) und einer Randsingularitdt der Vergangenheit b)

Wenn also die gesamte Masse M des Alls im Punkt 4 der Randsingularitit konzentriert ist, ist
das Potential der Punktsingularitit gleich Null. Umgekehrt ist die gesamte Masse der Randsin-
gularitdt verschwunden, wenn ihr Schwarzschildradius auf Null geschrumpft ist. Dafiir hat sich
die urspriingliche Punktsingularitit zu einer Randsingularitdt der Vergangenheit ausgeweitet,
denn die Masse kann ja nur auf beide Singularitdten verteilt sein. Es ist also nicht moglich, den
Mittelpunkt einer Singularitit als den Zeitnullpunkt des Universums festzulegen, weil der
beim Urknall erzeugte Schwarzschildradius der Randsingularitét nur in Richtung Zukunft wan-
dern kann.! Alles, was auBerhalb des Schwarzschildradius des Universums ist, liegt in der Ver-
gangenheit, was auf dem Schwarzschildradius ist, in der Gegenwart und konsequenterweise
alles, was innerhalb des Schwarzschildradius des Universums ist, in der Zukunft. In Abb. 1b)
ist der maximale Schwarzschildradius im Punkt 4 bereits erreicht, es kann also nur in die Zu-
kunft gehen, die Singularitéit kann nur zerfallen. Das ist im Punkt B der Fall. In Abb. 1a) nihert
sich die Punktsingularitdt ihrem Schwarzschildradius aus der Vergangenheit. Um dies zu beto-
nen, wurde die radiale Achse in Abb. 1b) vorzeichenverkehrt gezeichnet. Im Punkt C ist die
Randsingularitidt komplett verschwunden, wéhrend die Punktsingularitdt ihren maximalen

1 Eine groRere Ausdehnung ist nicht moglich. Der Schwarzschildradius kann nur kleiner werden.
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Schwarzschildradius erreicht hat. Die Summe der beiden Potentiale bleibt also stets konstant.
Das wire nicht moglich, wenn die gesamte Masse der Punktsingularitiit in einem Punkt vereint
wire, dessen Masse dann gegen Unendlich ginge. Die Punktsingularitét ist also nichts anderes
als eine Randsingularitit, deren Schwarzschildradius den endgiiltigen Wert null erreicht hat.
Das folgt aus der strengen Proportionalitidt von Schwarzschildradius und Masse eines Schwar-
zen Lochs,
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wobei die Masse stets auf der Oberfliche der Singularitit verteilt? ist. Dabei sind ¢ die Licht-
geschwindigkeit und G die Gravitationskonstante. Zwischen der Volumendichte p und der Fli-

chendichte o gilt die bekannte Beziehung

1
O'ngRS.

Mit der gegenwartigen Dichte des Alls ergibt sich ein Schwarzschildradius von
R, =ct; =19,6-10° 1,

und das zugehorige Weltalter betragt

Iy = > 27 3 > T =19,6:107a,
8mpG 87-4,7-10"'kgm™-6,673-107 m kg™ s

Diese Angaben stimmen gut mit der gegenwiértig sichtbaren Masse des Universums iiberein:

\3
R —ir (2,998-10°ms™)
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Alter und Ausdehnung weichen allerdings von den derzeitigen Werten ab, weil die Mehrheit
der Physiker der Meinung ist, das All sei keine Singularitét, sondern ein offenes System, das
sich unendlich weit ausdehnt.®> Nimmt man indes an, da das Universum ein abgeschlossenes
System ist, iibersteigen Alter und Ausdehnung die derzeit bekannten Werte um etwa die Hilfte.*

In der weiteren Entwicklung des Universums schrumpft der Schwarzschildradius der Randsin-
gularitdit immer weiter, und dementsprechend zerfillt auch die Masse, wohingegen der
Schwarzschildradius der Punktsingularitdt immer weiter zunimmt. Hat die Punktsingularitat die
Vergangenheit eingeholt, kommt es zum Urknall mit der Antimaterie, und nicht etwa, weil sich
die Massen der beiden Singularititen vereinigen wiirden. Es scheint, als bekdme die Punktsin-
gularitit ihre wachsende Masse durch das Nadeldhr der Randsingularitéit nachgeliefert.’ Zum
Zeitpunkt des Urknalls trennen sich Zukunft und Vergangenheit und nehmen unterschiedliche

2 Schwarze Lécher kénnten nicht zerfallen, wenn es anders wire.

3 Diese Annahme widerspricht allerdings der Vorstellung, daR die Entropie nur in einem abgeschlossenen Sy-
stem zunehmen kann.

4 Das stellt die Urknalltheorie nicht in Frage.

5 Wahrend des Urknalls ist die gesamte Materie aufgrund der Allgemeinen Relativitatstheorie in einem einzigen
Raumzeitpunkt vereinigt. Dieser liegt aber nicht etwa im euklidischen Mittelpunkt der Singularitat, sondern we-
gen der vierten Dimension auf dem Rand, zumal innerhalb der Singularitdt gar keine Gravitationskraft herrscht.
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Vorzeichen an, aber nur zu diesem Zeitpunkt. Denn bereits mit der Vereinigung der beiden
Singularitéten bilden sich auf dem Rand der entstandenen neuen Randsingularitat sofort wieder
neue kleine Schwarze Locher, die Zentren der spiteren Galaxien, und diese Punktsingularitéten
beginnen sich darauthin in die Zukunft auszudehnen. Was aus der Vergangenheit zu uns
kommit, ist dunkle Energie, die voll erst wieder beim niachsten Urknall in Erscheinung tritt.

Im folgenden 16sen wir nun die Aufgabenstellung. Der Zusammenhang des Potentials ¢ mit
der Massendichte p ist durch die Poisson-Gleichung gegeben:

Ap=4rGp.
Im Innenraum einer Punktsingularitit ist die Dichte null, daher gilt dort die Laplace-Gleichung
Ag =0.

Da das Problem kugelsymmetrisch ist, verschwinden die Ableitungen des Potentials nach den
Winkelkoordinaten und vom Laplace-Operator verbleiben nur die Radialanteile,

1 0 ,00
Ap=——|r"—|=0.
/ r Gr(r arj

Nach Multiplikation mit * liefert die Integration iiber » den Ausdruck

J’i(,ﬁ %jdr =7’ 9. =C
or or or

bzw. die Differentialgleichung
o, _ G

27
or r

wobei C, eine Integrationskonstante ist. Nochmalige Integration ergibt dann das Gravitations-

potential einer Punktsingularitdt im Innenraum:

J'%ﬁ"dr=cl jd—

d.h.

@ :—C11+C2,
r

mit einer weiteren Integrationskonstanten C,. Weil das Potential bei Null nicht gegen Unend-

lich gehen darf, muB3 C, =0 sein. Wegen
dg
dr

herrschen demnach im Innern einer Punktsingularitét keine Gravitationskrifte und das Potential
1st konstant,

1) (r) =C,.
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Weil das innere Potential auf dem Rand aus Stetigkeitsgriinden dem einer Punktmasse gleich
sein muB, gilt

Auf dem Rand der Punktsingularitdt gilt

A :izi(rz %j: 472G
r-or or

S

Das ist die Poisson-Gleichung in Kugelkoordinaten. Deren Umformung ergibt

ﬁ(rz %j = 47rG3—O-r2.
or or R

S

Integrieren wir diesen Ausdruck,

ji(rz %j dr =4nG 3—O-J rdr,
or 15} R

a

folgt

3
2 472630 0 a6 T
or R, 3

S S

bzw.

%247Z'G£7‘+%,
or

S

mit der weiteren Integrationskonstanten C,. Die nochmalige Integration
0 d
jﬁdr=47zGijrdr+c3j—f
or R, r

liefert das Gravitationspotential auf dem Rand,

2
4 = ZﬂGar——%+C4,

S

mit der Integrationskonstanten C,. Da sich die Kraftwirkung im Mittelpunkt autheben muf,
gilt C; =0 und das Potential lautet

2

¢a(r)=27zG0';—+C4.

S

Wegen ¢, (0)=C, folgt

¢,(Ry)=27GoR; +4,(0).
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Auf dem Rand miissen beide Potentiale gleich sein, daher folgt weiter

¢, (Rs)=—41GoRs =272GoR; +¢,(0),

d.h. ¢,(0)=—67GoR;, und das Potential auf dem Rand lautet

2 2
4,(r)=27Go ——67GoR, = 2%G0[;——3RSJ,

S S
wihrend das Potential im Innern der Singularitdt gegeben ist durch
¢,(r)=—47GoR;.
Damit konnen wir es geschlossen darstellen:

—-4rGoR; fir r<R;,

2
27TGO'£F——3RSJ fir r>R,,
R

S

#(r)=

womit sich an der Stelle 7 = R; ein stetiger Ubergang ergibt:
#(Ry)=—4nGoR;.

Wihrend die Ableitung des inneren Potentials und damit die Kraftwirkung verschwindet,

a¢,

=0,
dr

lautet die Ableitung des dufleren Potentials

a9, = 47Go—.
dr R,
Auf dem Rand ist
%(RS) =47Go = GA?
dr R

und von Null verschieden. Die ersten Ableitungen der Potentiale, d.h. die Gravitationskréfte,
miissen im Punkt » = R nicht iibereinstimmen. Wiirden wir in einer Singularitéit leben, wéren

wir also keinerlei Kraftwirkungen ausgesetzt. Auerhalb der Singularitét jedoch wirken die
vollen Krifte, die von der Masse auf dem Rand ausgehen, nicht von der Masse im Innern, da
dort keine Masse ist. Eine Punktsingularitdt hat demnach nur eine AuBenwirkung, d.h. au-
Berhalb ihres Ereignishorizonts verhélt sie sich wie eine Punktmasse. Es bewahrheitet sich also,
daB aus einer Singularitét nichts entweichen kann, da die gesamte Masse, und damit auch die
gesamte Energie, auf dem Ereignishorizont sitzt, und nicht im Zentrum.

Copyright © 2021, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 5



