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Aufgabe: Berechnen Sie die Lebensdauer des Protons und das maximal erreichbare Alters des
Universums.

Losung: Bekanntlich ist das Proton ein stabiles Teilchen mit einer Halbwertszeit, die groRer ist
als das Alter des sichtbaren Universums.! Samtliche Galaxien rings um uns bewegen sich von
uns weg, und das um so schneller, je weiter sie von uns entfernt sind.? In einer naiven Betrach-
tungsweise legt das die SchluRfolgerung nahe, dal? sich unsere Galaxis irgendwo in der Nahe
des Zentrums des Alls befindet und bisher kaum Geschwindigkeit aufgenommen hat, doch
diese Annahme tduscht. Beobachter der anderen Galaxien sehen uns namlich mit derselben Ge-
schwindigkeit v davoneilen, wie umgekehrt wir sie von uns wegfliegen sehen. Daher kdnnen
wir nur argumentieren, dal3 das All gar kein Zentrum besitzt, sondern jeder Punkt Mittelpunkt
ist.3 Mit dem relativistischen Impuls

N
folgt aus der Einsteinschen Energie-Impuls-Beziehung
E=m.c?/\1-Vv?/c?
die energetische Unscharfe

mpsz
<.

AE =1 MV
2 1-v?/c?

Um den Punkt v=0 ist Av=v, und die minimale Unschérfe ist

Die Energievarianz kurz nach dem Urknall entspricht also der kinetischen Energie des Alls, die
im Idealfall fur v, — 0 gegen Null geht, da sich das All anfangs noch nicht bewegt. Umgekehrt

liegt die Zeitunscharfe des Protons kurz nach dem Urknall in der Nahe von unendlich,?*

h
Aty = 5 —> ©,
m,Vo

d.h. das Proton hat unmittelbar nach dem Urknall eine nahezu unendliche Lebensdauer. Breitet
sich hingegen das All aus, nimmt seine Geschwindigkeit zu und die Lebensdauer der Protonen

! Siehe Zitat am Ende dieser Aufgabe

2 Die derzeit fernste Galaxie GN-z11 entfernt sich mit 98,64 Prozent der Lichtgeschwindigkeit.

3 Stellen wir uns das All als eine zweidimensionale Ballonoberfliche vor. Diese hat bekanntlich keinen Mittel-
punkt. Fir jeden Punkt der Oberflache gilt das gleiche, und der vierdimensionale Raum ist nur die Erweiterung
einer Flache auf den gekrimmten Raum.

4 Den genauen Wert werden wir spéater berechnen.
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Physikaufgabe 121

nimmt ab. Wir nehmen aus Griinden der Einfachheit voriibergehend an, daR Energie und Zeit
dieselbe physikalische Einheit besitzen.

Seinun At die Zeitvarianz und AE die Energievarianz des Alls in Ausbreitungsrichtung. Durch
Subtraktion der algebraischen Gleichungen (AHAE)2 = At? £ 2AtAE + AE? erhalten wir die
gemischten Terme®

AAE :%(AHAE)Z —%(At—AE)Z.

Aus der Heisenbergschen Unscharferelation AtAE >7/2 folgt hieraus unter Verwendung des

Gleichheitszeichens
MAE = 2 (at+aEY - L(at-agy =",
4 4 2

Dies ist die Gleichung einer Einheitshyperbel mit gleichlangen Halbachsen Jan,

2 2

(s ] (2 ne]
2at) 20E) _,

J2h J2n

Um auf identische Einheiten zu kommen, formen wir unter Zuhilfenahme der Unschérferelation
wie folgt um:

2 2
(At+hj (At—hj
2At 2At _1

J2n J2n

Fur AE gilt eine entsprechende Gleichung. Energie und Zeit verhalten sich also beide hyper-
bolisch. Somit lauten die Losungen der Einheitshyperbeln als Funktionen der Geschwindigkeit

=——+J_cosh At=i+\/ﬁsinh;,
J1- 2At 1—v2/c2
AE =——+\/_cosh =—+\/_smh

J1- 1—v2/c2

Wandeln wir diese Ausdriicke nachfolgend in quadratische Gleichungen um,

_h_

h
—2\/7Atcosh \/7Atsmh
J1-v?/c? N V/C
i
AE? \/7AEcosh _O AEZ—Z[AES|nh
2 J1-v?/c? J1- v/c

5 Wir vernachlassigen im Augenblick den Umstand, daR Ort und Impuls nicht die gleiche Dimension besitzen.
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dann gibt es sowohl reelle als auch komplexe Ldsungen. Die reellen Losungen lauten

+sinh

h 1 1 h 1
AEz\/: cosh ————+sinh ——— =\/:exp — |

2 J1-v3/c? J1-v3/c? 2 {«/1—VZ/CZJ

nl . h 1
AE:\/: sinh —— +cosh —\/:exp —_— |

2 J1- J1- 2 ( 1—v2/c2J

fur At gilt Analoges. Die komplexen Ldsungen sind gegeben durch

\fs'”hmﬂ\fcomm"\fexp[ ﬁ]

fur At gilt Analoges. Da die reellen Losungen zu negativen Produkten fiihren, verbleiben nur
die komplexen Losungen zur Auswahl. Es ergeben sich somit die inversen und zueinander kon-
jugiert-komplexen Unscharfen

E——i\/iexp; At—i\/ﬁexp _
27 v 2 J1-v?/c? |

In betragsméaRiger Schreibweise und fur v > v, gilt nach Normierung der Amplituden

AE = 1m v exp — !
\/1 Ve? (J1-VvE/c?

bzw.

fi 1
At = .
exp( \/1 v2/ +\/1—v§/c2]

Wir finden somit bestatigt, daR AtAE = 7/2. Grenzwerte fiir v, —0 sind

IlmAE_lm limv; =0 und limAt=——lim— L — o0,

Vo—0 2 Py, -0 Vo—0 m V Vo—0 V

Die unendliche Lebensdauer ist der Grund, warum das Proton nicht zerfallt, solange das Uni-
versum nicht groRer ist als eine Singularitat. Galaxien, die wir heute so sehen, wie sie vor 13,8
Milliarden Jahren ausgesehen haben,® gibt es maglicherweise schon gar nicht mehr, weil ihre
Protonen teilweise zerstrahlt oder in Schwarzen Lochern verschwunden sind.

6 Dabei gehen wir davon aus, daR der Raum lichtartig ist.
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Es erweist sich als zweckméRig, gemal der Transformation aus der Speziellen Relativitatstheo-
rie,

a’t?
1 aZtZ 2 2
=1+ bzw. —=—C_,
V2 c c a’t
1-— 1+
c? c

die Darstellung

a’t’ a’t; a’t? a’t)
AE:AEOexp[\/lJr . —\/1+ 020 , At=At exp| —/1+ = +,[1+ c20

zu verwenden. Wir erkennen daran, da3 die Varianzen des Protons in Energie und Zeit zum
Zeitpunkt des Urknalls t, die Werte

1mait; 1 a’t?

AE, :_p—zozz_mpaztg’ Aty = hz 2 {1+ 20 ~ hz 2

21+a ty 2 m,at, c m,a‘t,
2

c

besalRen. Fir diesen Fall kénnen wir noch die N&herung fiir kleine Zeiten verwenden,
1a%,,, ., 1a%,, .,
AE = AE, exp Ec_z(t ~t7) |, At=At,exp _Ec_z(t ) |-

Wie man sieht, sind die Varianzen um den Zeitpunkt des Urknalls gauRverteilt, wenn man t,
gegen Null gehen 140t.

Bei der Paarvernichtung, d.h. der Reaktion eines Teilchens mit dem zugehérigen Antiteilchen,
entstehen (allein oder neben anderen moglichen Reaktionsprodukten) auch Photonen, deren
Energien im Bereich der Gammastrahlung liegen. Das Gammagquant des Protonenzerfalls tragt
die Energie, die der Masse des Protons entspricht, abzlglich einer eventuellen Bindungsenergie
und zuzuglich vorhandener Bewegungsenergien. Mit den Werten fir die derzeit hochsten be-

kannten Energien E =107 eV =10" GeV und einer Ruheenergie von E, = 0,938 GeV ergibt
sich eine Geschwindigkeit, die bereits sehr dicht an der Lichtgeschwindigkeit liegt,

2 2 24
Vo h-[B) s1-ifE) - M = 0,99999999999999999999956,
C E 2\ E 10

d.h. die kosmische Gammastrahlung, die hauptsachlich durch Protonen verursacht wird, riihrt
wohl daher, daB seit der Entstehung des Alls bereits sehr viele Protonen zerfallen sind. Diese
Strahlung stammt aus den Anfangen des Universums. Wegen v, +V =c folgt

Yo SV _1 YV _ 4490

C C C

und daraus
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v, =4,4-10%.2,998.10° " =1,32.10#
S S

bzw.

132.10# M

%o _ S __309610°s.
a 4,26-107 ms

b

Unter der Annahme, dal3 das Proton zum Zeitpunkt des Urknalls eine Zeitunschérfe besal, die
weit Gber dem heutigen Alter T des Universums lag, folgt aus

_34
At = - LOSSA0Tl _362.317.10°107 a=11,48-10% a
m_V,

o 1672.10% kg-1,32° 107 TZ

und a=4,26-10"° ms? wieder’ der Wert fir

. oo 1,055-10 Js
° \ma’At, \1672-10° kg-4,26°-10"° m’s™*-11,48-10" -3,154-10" s

von 3,098 pus mit einer Anfangsgeschwindigkeit von

v, =at, =4,26-10° ms?-3,008-10° s =1,32.10 ?

Als anféangliches Geschwindigkeitsverhaltnis ergibt sich nach dem oben Gesagten

, L3210 m
- S _44.20%
C  20998.10° r:

Anhand dieser GroRe kénnen wir auch die unvorstellbar geringe Energieunschérfe unmittelbar
nach dem Urknall angeben,

1 2 27 2 gn2s M 55 37
AE,=-mv; =0,5-1,672-10"" kg-1,32°-10 3_2:1’ 46-10>°J=9,09-10" eV,

°72
wobei die entsprechende Frequenzbandbreite auch noch kleiner gewesen sein konnte als

Ay, =2 _ 1,46-10™ =2,2-10% Hz
® h 6626:10%Js '

7 Siehe Aufgabe [120]
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Der Kehrwert der Frequenzbandbreite, die Bandbreite der Wellenlange A4, ubertrifft den of-

fiziellen Wert® von 46,6 Milliarden Lichtjahren um mehr als zwei GroRenordnungen. Sofern
man namlich die Ausdehnung des Alls als Materiewelle betrachtet, ist

s M
c 2,998-10°-= 5 998.10 1,057

T4mAv, 47-2,210%Hz 4122

A2, Lj=11,47-10% Lj.

Dieser Rechengang entspricht
A, = CAt, = 2,998-10° m-11,47 .10%-3,154-10" -1,057-10™"° Lj=11,47-10" L],
S

woraus im Umkehrschlul® wieder das maximal erreichbare Alter des Universums folgt:

-8
apoMo_ 1 31710 | a~1147-10%
¢ 4nAv, 4r-2,2-10

Am Anfang war also nur Ruhemasse vorhanden, und diese anderte sich iber langere Zeitradume
kaum. Erst als das Weltall eine Geschwindigkeit in der Ndhe der Lichtgeschwindigkeit er-
reichte, nahm die Energie der Protonen drastisch zu und ihre Lebensdauer entsprechend ab.
Diejenigen unter ihnen, die aus den fernsten Galaxien stammen, zeigen sich derzeit noch du-
Rerst stabil. Wenn jedoch ihre Halbwertszeit t,, abgelaufen ist, werden sie in weniger als einem

Weltalter zerfallen, aber dies hangt nattrlich von der absoluten GroRe ihrer Halbwertszeit ab.

Unsere Erde bewegt sich innerhalb des Sonnensystems zusammen mit der gesamten Galaxis
nahezu mit Lichtgeschwindigkeit, allerdings mit einer unvorstellbar geringen Beschleunigung,
die vom ,,Zentrum* des Universums wegfiihrt. Demnach gilt fir bewegte Protonen vom ande-
ren Ende des Alls aufgrund der Zeitdilatation die Eigenzeit

t
J1-v?/c?

relativ zum Inertialsystem der Singularitat. Das Zerfallsgesetz

T =

T

N(7)= Ne 2

ist lorentzinvariant, d.h. es besitzt im bewegten System die gleiche Zeitabhangigkeit wie im
Inertialsystem,

t [ a’t?
_t —Texp l+—2
N (t)=Nge 2 = Nge * <.

Fur N (t,,)=N,/2 gilt demnach

8 Das Licht durchliuft im All eine geschlossene Bahn, daher kann man nicht einfach einen euklidischen Raum
annehmen.
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t a’t?
1 — V2 eyp, (14222 a’t?
—=g “ bzw. At _ b exp 1+ —2%,
2 eln2 c

woraus sich das Zerfallsgesetz der Protonen ableitet

2t2 242
N(t):NOexp —|n2Lexp \/1+a§ _\/1+a tzl/2 |
t, C C

mit einer exponentiellen Abnahme der Zeitunschérfe

242 242 242
At =eAt, exp| — ’1+a§ :tliexp —\/l+a§ +\/l+at21/2 '
c In2 Cc c

Das mag als Nachweis gelten, dal der Raum irgendwann in einer Singularitat verschwinden
wird, denn wenn die Zeitunschéarfe klein wird (siehe Abb. 1), verschwindet auch die Raumun-
schérfe.

) «1012 Lebensdauer im Inertialsystem
1 T T T T T T T

At[al

1.2 14 1.6 18 2

uT

Abbildung 1. Lebensdauer des Protons im System der Singularitat

Wir berechnen nun die Halbwertszeit des Protons nach der Regel 1/2 = exp(—t,,/At,,) durch
Lésung der Gleichung

22 2:2 22
t t t
ty, = Aty IN2=AtyIn 2exp[\/1+ aczﬂz +\/l+ aczo J = eAt, In 2exp[ :|.—i-—acgj2 ]

Mit At, = h/(mpvj) formen wir den impliziten Ausdruck unter Verwendung bereits bekannter
GroRen entsprechend um,

In2° T2t
2’ — =exp 1+2° L
mpVOtlIZ

C2 T2'

und wenden darauf ein Newton-Verfahren an. Mit den Abkurzungen
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¢ h aZTZ
X:ﬂ, n= 2 ! a=nin2’, B = 2
T m,veT ¢

vereinfacht sich die Gleichung zu

& _expAfl+ X2
X

Sie wird im Anhang numerisch geldst. Als Startwert fir das Newtonverfahren verwenden wir
den n&herungsweisen Ausdruck

X, :i(\m 2e%a —1).

eaf
Mit In2° =1,884 und aT/c =6,187 ergibt sich

o 1,055-10* Js-1,884

~1548,6.
2 )
1672107 kg-1,32° 10 ™ .13,97.3154.10° 5
S

Da wir zur weiteren Vereinfachung den Term

1 2 1414
x =—(J1+26%a —1)z £ 2% 0 2086
0 eaﬂ( *p B 6187

verwenden kdnnen, bendtigen wir o zur Angabe des Startwerts nicht. Die Iteration liefert eine
Halbwertszeit des Protons von

%:1,1521 bzw. t,,=16,095-10° a,

die groler ist als das derzeitige Alter des Universums.

x10*?
T

Lebensdauer im bewegten System
12 T T T T T T

A 7[al

I 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8

L L
1 1.2 14 1.6 18

2
uT

Abbildung 2. Lebensdauer des Protons im bewegten Bezugssystem der Erde

Die Halbwertszeit im bewegten System, also auf der Erde, ist noch um einen Faktor 7 langer,
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212 42
T, =2 _ ~t,, /1+%% ~ t,,/1+(6,187-1,1529)° ~115,93-10° a,
v
C

und entspricht in etwa dem 8,4fachen Alters des Universums. Auch was die Lebensdauer des

Protons
2 242 242
R S J1+ exp \/ az +\/1+a tzl’z
\/1_\,2/(;2 In2 c c

anbelangt, ist diese im bewegten System gegenwartig, d.h. zur Zeit t =T, mehr als 26mal so
grofl3 wie das Universum alt ist (siehe Abb. 2),

2 2T 2 2172 42
_ b2 4/1+ exp \/ aI +\/1+—a-|2- tl—/g
In2 c cc T

9
:% 1+6,187° exp( 1+ 6,187 + 1+ 6,187 -1,1520°

=369-10° a.

Nach Ablauf der Halbwertszeit, die nur etwas groRer ist als das Alter des Universums, betragt
die Lebensdauer immer noch

_ by, |, @T L, 16,005-10°

— 2 = 2 J1+6,187° 1,1521° =167-10° a.
n2\"" & T 0,693

Am Ende der Zeit, d.h. nach ca. 11,5 Billionen Jahren, hat das Weltall etwa das 817fache seines
derzeitigen Alters erreicht,

At, _11,47-10% a
T 1397-10°a

Protonen-Zerfallsgesetz
T T T T

1

09

0.8

0.7

0.6

05|

NN,

0.4

03

021

0.1Ff

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
uT

Abbildung 3. Nichtexponentielle Abnahme des Protonenzerfalls
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Mit der N&herung fiir grol3e Zeiten,

AT ziﬂﬂexp _ﬂ(ﬁ_ﬁj ,
nh2c T c

hat das Proton die verschwindende Lebensdauer

. 16,095-10°a

0.693 .5,055-10%-1,246-10°-2,096-107% - 256-1022 =2,47-10*" s

erreicht, d.h. es ist restlos zerstrahlt. Es ist also um so kurzlebiger, je hoher das aktuelle Alter
des Universums ist. Zum Zeitpunkt des Urknalls (man beachte, da Az, = At,) betrug seine

Lebensdauer noch sagenhafte 11,4 Billionen Jahre. Heute ist sie auf etwa 3,2 % dieses Wertes
zusammengeschrumpft. Das Weltall steckt aber immer noch in den Kinderschuhen. Erreicht es
hingegen sein maximales Alter, wird kaum noch ein Proton anzutreffen sein, wie aus Abb. 3
ersichtlich, denn der Protonenzerfall durfte nach dieser Theorie in den ndchsten 6-7 Milliarden
Jahren drastisch zunehmen. Gegenwartig sind etwa 20 % aller ursprunglich vorhandenen Pro-
tonen bereits zerfallen, in den n&chsten 2 Milliarden Jahren werden es weitere 30 % sein.

Ein hohes Alter in voller Schonheit wird das All mit Sicherheit nicht erreichen. Da bisher noch
kein einziger Protonenzerfall nachgewiesen werden konnte, liegt die Vermutung nahe, daf? die
erforderlichen kinetischen Energien in den Beschleunigern nicht erreicht werden konnten. Die
heute grofite Synchrotronanlage Large Hadron Collider konnte Protonen bis auf 6,5 TeV be-

schleunigen. 1TeV entspricht 10° GeV. Das wird kaum hinreichen, um den Urknall mit
10" GeV zu simulieren, denn es fehlen ganze 7 GréRenordnungen an Energie.

Wahrend also die Energie exponentiell zunimmt, je stérker die Ausdehnungsgeschwindigkeit
des Alls sich der Lichtgeschwindigkeit ndhert, nimmt seine Lebensdauer exponentiell ab, bis
irgendwann so viele Protonen zerfallen sind, daf3 sich die komplette Materie in Strahlung auf-
gelost hat. Wirde das Proton ndmlich nicht zerfallen, gébe es keine dunkle Energie, denn durch
den Protonenzerfall verschwindet ja die Energie nicht, sie geht nur in eine andere Form Uber.
Dunkle Materie ist also Materie, die nicht mehr da ist, jedenfalls nicht in ihrer urspriinglichen
Form. Ein ewig wéhrendes Universum muf uns hingegen unnaturlich erscheinen.

Man darf nicht das, was uns unwahrscheinlich und unnatiirlich erscheint, mit dem
verwechseln, was absolut unméglich ist. (Carl Friedrich Gauf3)

Copyright © 2020, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 10
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Anhang

Gegeben sei die Funktion
f(x) =% _exp1+ X2 =0,
X

deren Ableitungen gegeben sind durch

)

X? J1+ px?

und

2 ﬂ(1+ BXZJ1+ Bx? )

fﬂ(x) —=- e l+/ix2.

Der Nullstelle kénnen wir uns rekursiv durch die Folge

annahern. Den Startwert X, finden wir wie folgt: Nach Gleichsetzen der rechten und der linken
Seite der Funktion f und entsprechender Umformung finden wir mit Hilfe der binomischen Na-
herung den Ausdruck

1,2 1
X B 2 —(1+—ﬁxj ~ _,ﬂxz
Do el 2 Jople 2
a

Mittels der Naherung der Exponentialfunktion fur kleine Argumente kommen wir zu einer l6s-
baren quadratischen Gleichung,

,  2X 2
X*+———-—=0,
eaf pf
deren LAsungen gegeben sind durch
xe——t 4 1 A} 2e’a’p.
eafi exa

Mit dem positiven Vorzeichen erhalten wir einen brauchbaren Startwert

X, :iﬂ(\/u 2¢%a’f —1).

510

Das Nullstellenverfahren zur Bestimmung der Halbwertszeiten wurde mit dem beigefiigten
MATLAB-Programm ausgefthrt.

Copyright © 2020, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 11
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% Programm teinhalb

% Lebensdauer des Protons durch Newtonverfahren
clear all

n = 822;

% Alter des Universums in Jahren

T = 13.96e+9;

a = n*exp(1)*log(2);
b = 6.18772;
x(1) = 1/exp(1)/a/b*(sqrt(1+2*exp(1)"2*an2*b)-1);
X = "x(0) = *;
disp(X)
disp(x(1))
m = 100;
for 1 = 1:m
(i) = asx(i)-exp(sqrt(1+b*x(i)"2));
fp(i1) = -a/x()"2-b*x(1)/sqrt(1+b*x(i)"2)*exp(sqrt(1+b*x(i)"2));
x(1+1) = x(i)-F(i)/fp(i);
end

xm = x(m+1);

X = "x(m) = *;
disp(X)
disp(xm)

t12 = xm*T;

X = "tl2 = *;
disp(X)
disp(tl2)

tau = xm*T*sqrt(1+b*xm"2);
X = "tau = °;
disp(X)
disp(tau)

>> teinhalb

x(0) = 0.2286
x(m) = 1.1529
t12 = 1.6095e+10
tau = 1.1593e+11

% Programm Deltat
% Berechnet die Lebensdauer des Protons
clear all

% Beschleunigung des Alls relativ
a = 6.187;

% Heutiges Alter des Universums in Jahren
T = 13.97e+9;

% Halbwertszeit des Protons in Jahren
tl1l2 = 16.095e+9;

% Relative Halbwertszeit in Relation zum Alter des Universums
b = t12/T

m = 2001;

Copyright © 2020, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 12
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for i = 1:m
t(i) = (1-1)*2*b/(m-1);
Deltat(i) = tl2/log(@)*exp(-sqrt(1+an2*t(i)"2)+sqrt(1+an2*b”"2));
Deltatau(i) = Deltat(i)*sqrt(1+a™2*t(i)"2);
N(i) = exp(-t(i)*log(2)/b*exp(sgrt(1+a™2*t(i)"2)-sqrt(1+a™2*b"2)));
end

Deltatau 0 = t12/log(2)*exp(-1+sqrt(1+an2*b”™2))

n = Deltatau_0/T

Deltatau_1 = ti12/log(2)*sqrt(1+a™2)*exp(-sqrt(1+an2)+sqrt(1+a”2*b"2))
Deltatau_12 = tl12/l1og(2)*sqgrt(1+an2*b"2)

Deltatau_fin = tl12/1og(2)*sqrt(1+an2*821"2)*exp(-
sgrt(1+an2*82172)+sqrt(1+a2*b”2))

figure(1)

plot(t,Deltat)

grid on

xlabel ("t/T7);

ylabel("\Delta t [a]");
title("Lebensdauer im Inertialsystem®);

x1im([0 2])

figure(2)

plot(t,Deltatau)

grid on

xlabel ("t/T7);

ylabel("\Delta \tau [a]");
title("Lebensdauer im bewegten System®);

x1im([0 2])

figure(3)

plot(t,N)

grid on

xlabel ("t/T7);

ylabel ("N/N_07%);
title("Protonen-Zerfallsgesetz™);
xhim([0 2])

yhim([0 11)

>> lebensdauer

b =1.1521

Deltatau 0 = 1.1418e+13
n = 817.3172

Deltatau_1 = 3.6907e+11
Deltatau_12 = 1.6714e+11

Deltatau_fin = 0
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