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Aufgabe: Beweisen Sie anhand des Bohrschen Atommodells, dalR die Heisenbergsche Un-
scharferelation fir das Wasserstoffatom nicht gilt.

Beweis: Nach den Gesetzen der klassischen Mechanik halten sich Coulombkraft und Zentrifu-
galkraft auf einer Kreisbahn des Elektrons um das Proton die Waage:
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wobei r der Radius, m die Masse und v die Geschwindigkeit des Elektrons sind. Die Elemen-
tarladung e und die Dielektrizitatskonstante ¢, sind konstante Grofien. Multiplizieren wir die

obige Gleichung mit r, folgt der Virialsatz
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Der Drehimpuls L des Elektrons hangt nach dem Bohrschen Postulat von der Lokalitat der
Schale ab, auf der es um den Atomkern kreist, und ist damit proportional zur Quantenzahl n:

L,=mR\v, =R, p,=nh.
Aus dem Virialsatz erhalten wir sofort den Bahnradius der nten Schale:
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Fur n=1ergibt sich der Bohrsche Atomradius des Wasserstoffatoms zu
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Aus dem Energieerhaltungssatz wiederum folgen die Energieniveaus der einzelnen Schalen
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Setzen wir den Radius ein, erhalten wir die diskreten Niveaus
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mit der Rydberg-Energie
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Physikaufgabe 116

Die Energiedifferenz beim Ubergang des Elektrons von einer Bahn n zu einer héheren Bahn
n+i entspricht damit folgender Energiedifferenz:

1 1
AEn+i = En+i _En = ER [F_(n-l-i)z}.

Unter Verwendung des Drehimpulserhaltungssatzes errechnet sich die Geschwindigkeit des
Elektrons auf der nten Schale gemaél

n

Da der Radius R, quadratisch mit der Quantenzahl zu-, die Geschwindigkeit aber umgekehrt
proportional dazu abnimmt, folgt mit jeder Anhebung des Niveaus ein Beitrag

Ap. = p _p_(l _ij me* i )
T T n+i n)4dreh on+io "
Analog gilt
2 (2n+i)i
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Multiplizieren wir Orts- und Impulsunscharfe,

(2n+i)i? (2n+i)i.
ARn+iApn+i :_ﬁRn Pn=- - 1h,
n*(n+i) n(n+i)

kdnnen wir die Unschérfe des Drehimpulses durch die gewohnliche Unschérferelation ausdrik-
ken,

=in- ARn+iApn+i :
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SchlieBlich folgt durch Vergleich mit AL, ,; =(n+i)z—nh =ih, daR im Wasserstoffatom Bahn-

radius und Impuls aufeinander senkrecht stehen miussen, d.h. es muR gelten:

ARn+iApn+i = O'

weil der Drehimpuls wahrend eines Ubergangs nach dem Bohrschen Postulat nur in Vielfachen
von 7 ubertragen werden kann. Der minimale Ubergang von n — n+1 entsprechend i =1 hitte
demnach eine Unscharfe von

2n+1

AR, 4AP,.| = n(n+1) h,
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wenn Ort und Impuls sich statistisch unabhangig zueinander verhalten wirden, was im Bohr-
schen Atommodell aber nicht der Fall ist, weil sie dort aufeinander senkrecht stehen. Im Grenz-
fall groRBer Quantenzahlen gilt ohnedies

—0.

Ap, ;| =hlim 2n+1

lim|AR
nﬂﬂ n>=n(n+1)

n+1

Nur der Form halber berechnen wir die Unscharferelationen in normierter Darstellung anhand
der relativen GroRe

AR AP, (2n+i)i

f(n,i)s =

h n(n+i)’

wobei wir gemal Tab. 1 feststellen kénnen, daB ein Wert von 3/2 auf dem untersten Energieni-
veau nicht unterschritten werden kann. Fir hohere Orbitale verliert sich die Quantennatur suk-
zessive und die Differenz der Energieniveaus geht in ein Kontinuum dber. So verbraucht etwa
ein Quantensprung vom 11. zurick auf das 1. Energieniveau ca. 12 Wirkungsquanten,

f(n=1i=10)=120/11=12. Diese Abhangigkeit ist graphisch in Abb. 1 dargestellt.

f(ni)|i=1 i=2 i=3
2 3 4
6 2 10

n-3 | 16 3
12 15 2

Tabelle 1. Werte der Heisenbergschen Unscharferelation fiir die ersten sechs Orbitale

Fur festes n ist die Funktion g, (i)= f (n=const, i) in Abb. 2 aufgetragen. Diese Unscharfen

gelten aber wohlgemerkt nur, wenn Radius- und Impulsvektor parallel zueinander sind, nicht
wenn sie senkrecht aufeinander stehen, wie das bei einer Kreisbewegung der Fall ist.
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Abbildung 1. Orts-Impuls-Unschérfen in Einheiten des Plackschen Wirkungsquantums

Im Bohrschen Atommaodell gibt es also noch keine Wellenfunktion und keine quantenmecha-
nischen Wahrscheinlichkeiten. Die Elektronen haben nach dieser Theorie eine reale Bahnge-
schwindigkeit und einen festen Abstand zum Kern. Ort und Impuls sind gleichzeitig scharf
meRbar, weil sie linear unabhangig voneinander sind. Daher probieren wir nachfolgend noch
den Ubergang zur statistischen Interpretation der Quantenmechanik aus, und wir werden ber-
rascht sein, wie gut sie das klassische Ergebnis reproduziert.
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Abbildung 2. Orts-Impuls-Unscharfen bei festgehaltener Hauptquantenzahl n

Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer GauRRverteilung lautet

f(x)= ! e 20°dx,

2ro

ihr Integral ist auf eins normiert,

2

_]i f(x)dx= . 127r Ioezx@'zdx:l

Alle asymmetrischen Momente verschwinden aus Symmetriegriinden, z.B.

2

1 I xe 20 dx = 0,
2z 7,

_]ixf (x)dx:c

wéhrend die symmetrischen endliche Werte annehmen, etwa

T x*f (x)dx = L T xze_édx:az.

b o\N2r1

Eine um den Mittelwert R, zentrierte Verteilung hat die Form
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Mit den Substitutionen

E=x-R, und d&=dx
kdnnen wir schreiben:

_ 1 sze_(xzjg)2 - f 522d§+ 1 sze_?déj
o~N2m 7, et o~N2r n_w '

Die nichtverschwindenden Terme lauten

(X_Rn)z

[xe 2" dx-R?,
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so daR sich mit der Definition

2
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die Varianz o =R’ — R’ abschéatzen 14Rt. Wir kénnen nun fiir die Ortsvarianz schreiben:

\/W \/ﬁ 47‘[80 \/747750712

und die Impulsvarianz lautet entsprechend

o '—pz__pzzf 1 4/(2n+| I me?
P e n (n+|) 47T80h n(n+i) 4ngh’

Hierbei ist I die imaginare Einheit zur Unterscheidung vom Laufindex i. Multiplizieren wir die
beiden Grolien, ergibt sich

~(2n+i)i

~(2n+i)i
n(n+i) g

GRGp—I iound GRG =l n(n+i)

d.h. das Betragsquadrat der Unschérfe erhalten wir aus der Relation
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womit sich der altbekannte Wert

(2n+i)ih
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wie im klassischen Fall ergibt, nur haben wir es diesmal mit einer komplexen Zahl zu tun,

ged
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