Physikaufgabe 114

Home | Startseite | Impressum | Kontakt | Géstebuch

Aufgabe: Zeigen Sie, dall Raumzeit und Impulsenergie aufgrund des Postulats der dunklen
Energie gleichwertig und ineinander konvertierbar sind, und leiten Sie die Gleichungen der
Allgemeinen Relativitatstheorie aus der Quantenmechanik her.

Beweis: Betrachten wir die beiden Vierervektoren von Raum und Impuls, s und p, dann sind

deren Kreuzprodukte, die Drehimpulse L =sxp und —L =px$§ ebenfalls Vierervektoren. Mit

ict ic”'E
X
S= und p= Px
y Py
z p,

gilt, da der achtdimensionale Raum in sich geschlossen ist, die Drehimpulserhaltung
L—L=sxp+px§=0.

Wir verwenden in Erweiterung des dreidimensionalen Raums fur das Kreuzprodukt zweier Vie-
rervektoren die auf den vierdimensionalen Raum Ubertragene zyklische Definition

ict) ((ic) E xp, - yp, Py —PyX
o] X b, yP, - 29, B,z P,y
Xp = X = =— 1 A
P y p, zic'E —ictp, p,ict —(ic) " Ez
z p, ictp, — xic'E (ic)“1 Ex— fict
ic”'E
E) =—pxs.
D

Im vierdimensionalen Ortsraum ist der Impulsoperator ein Differentialoperator,

E_inl p=-in? p=-inl, p=-in’.
c oct OX oy 0z

Alle Operatoren ergeben zusammen die komplexe Wellengleichung

*+f)ﬁ*—h2 _ 0 +a_2+a_2+a_2
oo dict? ox? oy o)

R 1
DZZ?

E"+ 9,0+ D,

und die Drehimpulse kann man Gbersichtlicher als Kommutatoren schreiben:
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OX oict

Im reziproken Raum, dem Impulsraum, liegen die Verhaltnisse anders. Dort gilt ndmlich

(ic)*E) (ict Py PyX %0, = 90,
| p R PyZ-p,y yp, —2p,
Pt Py |y 7| pict-(ic) B2 |T | 2(ic)t Eictp,

p, z (ic) " EX— pict icfp, —%(ic) " E
icf) ((ic)"E
=" )f X P __éxp!
y Py
Z

und dort ist der Ortsoperator ein Differentialoperator,

O w=inl, y=inl, 2=in
ocE op, op, op,

ct =in
und es gilt die reziproke Wellengleichung

A A K

P =+ +y) +22 =h° (—(ic)

) O +az+az+az]
OE* op; op, Op.

Fur den reziproken Drehimpuls gelten wieder die Kommutatoren

.0 .0
h———pih—
& ap, P, A
il il [P, V]
C "op, Tt op, P, 2]
— :pXS: = . A
pin—C—— —c*Ein-2- [p..ict]
8(IC) E op, [(ic)_lE,)A(}
(ic)” Ein -0~ pxihif1
op, d(ic) " E

Daraus folgt fir die Summe beider Drehimpulse nach dem Drehimpulserhaltungssatz
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Der Drehimpulserhaltungssatz l1&Rt sich also in Kommutatornotation wie folgt ausdriicken:

Bisher galt

[y, B.]=0,
2. (ic) E =0,
[ict, p,]=0,
weil man die dunkle Energie auler acht lie3. Energie und Zeit sind aber Ort und Impuls gleich-
wertig. Das folgt direkt aus den Unschérferelationen und aus der Symmetrie von Orts- und
Impulsraum, von denen keiner dem anderen gegenuber bevorzugt ist. Wahlt man fir Ort und

Impuls orthogonale Komponenten aus, so sind diese aufgrund fehlender Unschérfe auch gleich-
zeitig meRbar.

Den Drehimpulserhaltungssatz formen wir nun um zu

KoK= YOy o PP 0D,

oxoy PP,
- op, — p,0
yay Zaz Iha: py py pz pZ |ha,
oyoz op,op,
it A -l 1L
207 "_:ta'Ctihé p,op, —I c_1 E_lal E. ino.
ozoict op,0i E
ictdict —xox - _ i"cEdi '¢E - PP, i,
oxoict opoi'c'E

Dann kirzen wir die Uberflissigen Konstanten auf beiden Seiten und bringen die Nenner auf
die andere Seite. Wir erhalten einfachere Gleichungen:
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(xox— yay)ap,ap, =(p,op, - p,0p, )Xy,

(yoy —zdz)dp,op, =(p,dp, — p,0p, ) dyéz,
(262 —ictéict) op,di*cE =(p,dp, —i ‘¢ Edi ¢ E ) zdict,
(ictdict — xox) op,di ¢ 'E = ("¢ *Edi ¢ 'E — p,dp, ) oxdict.

Diese Ausdrucke wandeln wir aus gutem Grunde nochmals um in

(xop, — p,dy)oxap, =(yap, — p,ox)ap,dy,
(yép, - p,oz)oyep, =(zép, - p,dy)ézédp,,
(261 *E - p,dict)azdp, = (ictop, —i“c*Eéz ) oEat,
(ictap, —i~*cEdx)oEat = (xdi "¢ *E - p,dict ) ap,ox

und kirzen auf beiden Seiten die Unschérferelationen

OXop, = dyop, = 0zop, = Otok 2 g

Es folgt

XOp, — P,dy = yop, — p,0x,

yop, - p,0z = 20p, - p,dy,
20i'¢'E - p,dict = ictop, —i ‘¢ ‘Eaz,
ictop, —i'c'Eox = xai "¢ 'E - p,dict.

Nochmalige Umformung fuhrt zur Trennung der Orts- und Impulsvariablen:

p,dx— p,dy = ydp, —xdp,,
p,dy — p,dz = zdp, — ydp,,
i'cEdz - p,dict =ictdp, — zdi ‘¢ 'E,
p dict —i~'cEdx = xdi'c‘E —ictdp,,

wobei wir die partiellen Differentiale durch totale ersetzt haben. Quadrieren wir beide Seiten,
erhalten wir symmetrische und asymmetrische Terme:

pydx? —2p, p,dxdy + pidy” = y*dp; — 2xydp,dp, +x*dp;,

p2dy? —2p, p,dydz + pjdz* = z°dp’ — 2yzdp,dp, + y*dp?,
i?c?E*dz? — 2 p,Edzdt + pZi*c’dt® = i*c’t*dp? — 2ztdEdp, + z%i*c *dE?,
pZi*c’dt® — 2Ep dtdx +i°c?Edx® = X% *c °dE* — 2txdp dE +i’c’t*dp?.

Wir addieren nun die 4 Gleichungen und erhalten den Tensor
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( p; + i’zc’ZEz)dx2 -2p, pydxdy+( P+ pf)dy2 —2p, p,dydz
+(pl +i7c?E?)dz® - 2p,Edzdt +( p? + p; )i*c’dt’ — 2Ep, dtdx

(
(y? +i*c*? ) dp; — 2xydp,dp, +(X* + 2* ) dpZ — 2yzdp,dp,
+(y? +i%c’t?)dp? — 2ztdp,dE +(x* +2° )i *c *dE’ — 2txdEdp,

Da die quadratischen differentiellen Wegelemente fir Ort und Impuls flr lichtartige Ereignisse
verschwinden,

2

dX? + dy? + dz? +i%c?dt? = 0, dpf+dp§+dpf+%:0,
|

nehmen die Gleichungen mit

2

2, :2.2.2 2, .2 » E° 2 2
y?+i%cit? =—(x* + %), py+W_—(pX+pz)
folgende Form an:
2 2\ Ay 2 E?
—(p?+ p?)dx® —2p, p,dxdy - (py jdy —2p, p,dydz,

2
—(p?+ p?)dz® —2p,Edzdt —( p; +%} i°c’dt® — 2Ep, dtdx,
i’c
—(x*+2%)dp; —2xydp,dp, —(y* +i*c’t* )dp} —2yzdp,dp,,

—(x*+2%)dp? — 2ztdp,dE — (y* +i’c’t’ )i *c *dE” - 2txdEdp,

wobei wir noch von den verschwindenden Skalarprodukten der Vierervektoren Gebrauch ge-
macht haben:

(p-ds)2 = E%dt® + pidx® + pjdy’ + p2dz® =0,
(s-dp)’ =t*dE? + x*dp? + y?dp? + z%dp? = 0.

Ort und Impuls sind zueinander orthogonal. Das folgt aus der Tatsache, dal} das totale Diffe-
rential von 7 =s-p verschwindet, und das ist nur moglich, wenn jeder Term in dem folgenden
Ausdruck gleich null ist:

dn? =(p-ds+s-dp)’ =(p-ds)” +2(p-ds)(s-dp)+(s-dp)’ =

Die Drehimpulsédnderungen des achtdimensionalen Raums lassen sich ebenfalls als Vierervek-
toren darstellen und durch folgende Vektorgleichungen zusammenfassen:
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ict) ((ic)"dE xdp, —ydp,
" dp, ydp, —zdp,
sxap= * dp, ~| z(ic) " dE —ictdp,
z dp, ictdp, —x(ic) ' dE
bzw.
(ic) *E) (icdf P,dy - p, %
0 ds p,dZ - p,dy
pxdé = X X ~ = . o - -1 A |
P, dy p,icdf —(ic)  Ed2
P, dz ) |{(ic)" Ed% - p,icdf
d.h.

dl—dl =sxdp+pxds=0

bzw. sxdp =—pxdS, womit ersichtlich wird, daR sich das Drehmoment des sichtbaren Raums

in den unsichtbaren reziproken Raum ubertragt und die Ubertragene Energie als dunkle Energie
immer noch présent ist.

Wir gelangen nun zu den Gleichungen der Allgemeinen Relativitatstheorie, wenn wir zeigen
kénnen, dafd

2
_IZECZ dy? — izcztzdpjj+( p;dz® —x*dp? )
i

(pZdx? —zzdpf)+(
+( pli*c’dt’ — y*ic?dE® ) = 0.
Wahlweise kdnnen wir auch schreiben:
E . E )
(p,x+zdp, )( pzx—zdpx)+(zdy+|ctdpyj(?dy—|ctdpyj
i i
+( p,dz+xdp, )( p,dz—xdp, ) J{ p,icdt + yd—Ej( p,icdt — yd—E) =0.
ic ic
Das stimmt immer, da die Kommutatoren in den Ausdriicken
E . E
(p,x+zdp,)[p,, x]+(Edy+|ctdpyj{E, dy}

+( p,dz+xdp, )| p,, dz] +( p,icdt + y?—fj[ P, icdt] =0
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identisch verschwinden. Sie sind keine erlaubten Drehimpulse, was Einstein in seinen Glei-
chungen nicht bertcksichtigt hat, da er die Quantentheorie rundum ablehnte. Wir formen ent-
sprechend um und erhalten die Weltmetrik des achtdimensionalen Raums,

pydx* +2p, p,dxdy + pidy* +2p, p,dydz + p;dz® + 2 p,Edzdt + E*dt’
+2Ep,dtdx = x*dp; + 2xydp,dp, + y*dp; + 2yzdp,dp,
+2°dp? + 2ztdp,dE +t°dE? + 2txdEdp, .

Dabei gilt es zu bedenken, daf? Orte und Impulse im jeweils inversen Raum Operatoren darstel-
len. Berlcksichtigen wir das in den obigen Gleichungen, so ist jeweils eine Grol3e der jeweili-
gen Produkte durch ihre komplex-konjugierte zu ersetzen, d.h. mit den Betragsquadraten

. (enY . Ohoh ~~, (0B . .. Ohom
p,0;=|—|. pPy=——, EE'=|—|, B,P=——,

oz Y ox oy ot oy oz
.. (onY . ., ohon . .. (on ~.. Ohoh
pxpx: ~ ' ZE =~ y y: - ) EpX:__
OX o0z ot oy ot ox

und

(ahjz L ohoh (6?1)2 . oh on
7 =—|, Xy =——, ft' = Vo' =———

ap, ~op, op, o ap, p,
2
o (enY .. eneon .. (on . oh oh
XX = — y Zt =, yy = —— , tX _
op, op, ok op, oE op,

ergeben sich die Gleichungen der Allgemeinen Relativitatstheorie unter Einbeziehung des re-
ziproken Raumes:

2 2 2 2
(@j dx2+2@@dxdy+ oh dy2+2@@dydz+(@j dzz+2@@dzdt+(@j dt?
OX OX oy oy oy 0z 0z oz ot ot

2 2
Oh Oh oh oh Oh oh oh Oh
2P P tdx =] L4 | dp2+ 22 Pgp dp, +| 24 | dp2+2-28 D gp d

ot ox (apxj Px op, op PPy [apy] Py op, 0 PyCP:

X y y z

2 2
+ o dpf+2@@dpsz+(@j dE2+2@@dEdpx.
op, op, OE oE oE 0

X

Hierbei kann das Plancksche Wirkungsquantum durch jedes beliebige Produkt aus Ortskoordi-
nate und Impuls ersetzt werden, weil die Grol3en des reziproken Raumes vor das Differentiati-
onssymbol gezogen werden kdnnen. Setzen wir etwa

h=s-p=xp,+Yyp, +2zp, +1E,

dann sind die partiellen Ableitungen des Wirkungsquantums gegeben durch
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oh _ooh_ . oh_, Oh
o,  op, ~ op, OB
oh oh oh oh
i pX’ —_—= py’ —_—= pZ’ —:E
OX oy 0z ot

Das totale Differential lautet folglich

dn=""dc+ Pty + Pz P = Mgy Mgy 4 O
X oz ot !

oy

" o, + 2 gE
op, op, op, ok

bzw.
da = p,dx+ p,dy + p,dz+ Edt = xdp, + ydp, + zdp, +tdE.

Quadrieren der linken Seite fiihrt zu

2
dn® = (@j dx® + 2@@dxdy+ 2 91 Otz + O gt
OX OX oy OX 0z ox ot
2
+ on dy? +@@ dydz +8_h@ dzdt
oy oy 0z oy ot
2
+ oh dz? +@@dzdt
oz oz ot
2
+ % dt?,

mit der Metrik

dn® = g, dx* + 29, dxdy + 2g,,dxdz + 29, dxdct
+9,,dy* +29,,dydz + 29, dydct
+g,,dz° + 29, dzdct
+0 det?,

wobei die Metrik im Ortsraum gegeben ist durch

] (@j _onon o _onon o _1onoh _(on)

* {ox) Yooy “ooxar Y coaxatt Y o \ey )

_onon o _1onon (a_h] _lonon i(a_hj
“oop,op, T ceyot’ T \ez) T carat’ T cflat)

In Matrixschreibweise fassen wir die nichtverschwindenden Beitrdge elegant zusammen:
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2

gxx gxy gxz gxct px px py O pXC_lE
19 9y 9, 9| | P P, PP, O
(9,)= =

95 9y U Uu| |O p,p, P’ pcE |
O On O Uu) (C'Ep, O c'Ep, C°E’

Im reziproken Raum ist das quadratische Plancksche Wirkungsquantum definiert durch

2
it o[ g P L
op, op, op, op, op, op, oE
+ ﬂ ; @@ /P, gﬂ% yE
op, ap, p, op, OE
) g h
op, * op,oE "’
2
+ 2—2) dE?,

mit der Metrik

dAa® =g ldp>+29.p, p, +20.p, P, +29.-dp,dc'E
XX X Xy X y XZ X z xct X
+g;y1dp§ + ZQ;ZldpydpZ + ZQ;jtdpydc’lE
+9,,dp? +2g,4dp,dc'E
+0,dcE?,

die gegeben ist durch

2
L (ewY . emen ., onen ., ohon ., (on
O =| 2| gxy =% =7 % Yu=C— gyy = )

op, ap, op, op, op, op, ok

L hon ., ahoh (ahjz L onan l—cz(ahjz

e y c =C— ' 27 ~ 2C =C— ' ctet —
yz apy apz gyt apy 8E g apz g t apz 6E g tet

In Matrixschreibweise verwenden wir wieder die Notation

-1 -1 -1 -1

09« 9 Xy O¢ Ot X2 Xy 0 xct
9% 9y 9 Oy | |yx ¥ oyz 0
(gu)—

g X g zy g 77 g ;;]'; 0 Zy Z 2 ZCt
Oo 9 Y Jowm ctx 0 ctz ci?

Die Gleichungen sind also sowohl im Orts- als auch im Impulsraum konsistent. Dabei ist der
Raum definiert durch die partiellen Ableitungen des Planckschen Wirkungsquantums nach den
Impulskoordinaten und der Impuls entsprechend durch die Ableitungen nach den Ortskoordi-
naten. Energie ist die Ableitung des Planckschen Wirkungsquantums nach der Zeit und Zeit
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seine Ableitung nach der Energie. Damit ist das Universum vollstdndig beschrieben. Anstelle
der 40 Summanden der Allgemeinen Relativitatstheorie treten lediglich 10 auf, von denen 2
noch null sind. Allerdings haben wir die doppelte Anzahl wegen der Metrik des reziproken
Raums. Es verbleiben wegen der Kopplung der Raumzeit an die Impulsenergie somit 16 Glei-
chungen mit 16 Unbekannten. Dieses System ist im Gegensatz zu den Gleichungen der Allge-
meinen Relativitatstheorie I6sbar. Die folgende Abbildung zeigt anschaulich, warum es nicht
maoglich ist, Ort und Impuls eines quantenmechanischen Teilchens gleichzeitig zu messen,
wenn dieses sich auf derselben Koordinatenachse bewegt.

\ x—z-Ebene/
Raumachsen / .

XL

Eine Drehimpulséanderung wirkt sich ndmlich auf die komplementare Grof3e des reziproken
Raums aus. Wenn also die Zustdnde s und p beim Urknall festgelegt wurden, dann sind es

aufgrund der Quantenverschrankung auch die Zustande § und p. Dafiir gibt es bisher noch

keine quantenmechanische Messung als Bestatigung,® wohl aber eine fundierte Begriindung,
denn wenn die Vektoren des vierdimensionalen Raums paarweise aufeinander senkrecht stehen,
dann stehen sie auch in bezug auf den reziproken Raum aufeinander senkrecht, da beide Raume
zusammen einen achtdimensionalen orthogonalen Raum ergeben missen, sonst kdnnte die
Weltgleichung? nicht hergeleitet werden

ged

1 Weil die Messungen nicht bis zum Urknall zuriickreichen
2 Aufgabe [62]

Copyright © 2020, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 10



http://www.manfredhiebl.de/Physik/physikaufgabe_62.pdf

