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Aufgabe: Begrunden Sie, warum ein weiterer Urknall folgen muR, wenn das kollabierende
Weltall anndhernd Lichtgeschwindigkeit erreicht hat.

Beweis: Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung lautet
E? =mjc* +p’c® =mec’ + m*vic?,

wobei E die Energie, m, die Ruhemasse, v die Geschwindigkeit und p =mv der Impuls des
Weltalls der Masse

sind. Wir nehmen im folgenden die Masse des Universums als punktférmig in einer Singulari-
tat konzentriert an und beschleunigen diese mit konstanter Beschleunigung a auf einer masse-
belegten Sphare um den Nullpunkt isotrop in alle Raumrichtungen.' Nach den Regeln der
Speziellen Relativitatstheorie nimmt dabei die Masse entsprechend der Gleichung

. m, Ww
m= 3 2
27 C
Vv
1--
C

zu, wobei die Geschwindigkeit v mit der Eigenzeit  und der Lichtgeschwindigkeit ¢ nach
der Relation v:ctanh(ar/c) zusammenhangt.? Die Eigenzeit eines Betrachters auf der

Oberflache der Sphére ist mit der Zeit t eines Betrachters in der Singularitdt gemaR der Lor-
entz-Transformation

verknlpft. Vernachldssigen wir Geschwindigkeitsanderungen im Intervall dz, so lautet diese
in differentieller Form

dt = de = de :coshﬁdr.

2 C
\/ _VT \/l—tanhzaT
c C

! AnschlieRend kehren wir den ProzeR um und zeigen, daR sich das Weltall zusammenzieht.
2 Strenggenommen miRten wir eine Losung der Einsteinschen Gleichungen aus der Allgemeinen Relativitats-
theorie verwenden.
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Physikaufgabe 109

Daraus folgt durch Integration der zeitliche Zusammenhang zwischen einem Beobachter in
der Singularitat und einem fiktiven Kosmonauten am Rande des Weltalls, fiir den die Eigen-
zeit ¢ vergangen ist:

C .

ar
t =—=sinh—.
a c

Nach Umformung substituieren wir den Ausdruck

ar . oat
— =arsinh—
c c
in der Formel v:ctanh(ar/c) und finden schlieBlich die Zeitabhangigkeit der beschleunig-

ten Ausbreitung des Alls in der Geschwindigkeit

sinh arsinha—t at
v =ctanharsinh=—=c¢ C__ _

242
\/1+sinh2arsinhat \/1+ a’t
C

CZ

die fr kleine Zeiten in den klassischen Ausdruck v =at Ubergeht. Die Ableitung dieser Ge-
schwindigkeit ergibt die relativistische Beschleunigung

a+a3t2 a’t?
() e .
223 223 223’
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Mit
a’t?
Vi ¢
2 242
a‘t
¢ 1+ 5
C
erhalten wir
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a’t? Ly a’t>  a’t?
1 Vz =1 C2 _ C2 C2 _ 1
c? a’t? a’t? a’t? a’t’
1+— 1+— 1+— 1+—;
C c c c
und damit die Massenanderung
om w_ m a’ t . m, at mav
7 3 2 1_£ c2 212 27 2 a2t? c2
1—— 2 1+ 2 1+72
C2 C c Cc

Sie ist null fiir v=0 und mya/c fiir v=c.® Eliminieren wir in der relativistischen Energie-

Impuls-Beziehung die Ruhemasse gemall m, = m«/1—v2/c2, wird diese zu
V2
E°=m’ [1——2jc4 +m?vic?,
C

Fur v=0 ergibt sich daraus die Ruhenergie des Weltalls E* =mZc* und fir v=c die Ein-

steinsche Energie-Masse-Relation E? =m?c”, die mit zunehmender Geschwindigkeit gegen

Unendlich strebt. Es ist anzunehmen, dal der Urknall dann passiert, wenn der maximale Wert
knapp erreicht ist.

B =E Epot =
Eyin =0 Ei =E
Ar AE/c
|ArAp| = const
ot A
Ap = MAr mc

v=0 |V| =C
T~0 T>>0

Abbildung 1. Kontraktion der Raumzeit (blau) und Expansion der Impulsenergie (rot) des Universums (schematisch)

Sei E = Et der zeitliche Verlauf der Energie, dann ist die Energieénderung gegeben durch

AE E m,av
— =—CAt=rmcAt =
cC ¢ c

At.

* Fir negative Geschwindigkeiten und negative Beschleunigungen ist die Massendanderung stets positiv.
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Mit dem Impuls p=mv und seiner zeitlichen Ableitung p =mv sind die Schwankungen des
Impulselements gegeben durch Ap =mvAt =mAr. Die vierdimensionalen Differenzen des
Linienelements As und des Impulselements Aq lauten damit wie folgt:

As = (CAt, iAr) = (CAt, iAX, iAy, iAZ),

AQ = (%, IAPJ = (%! iApx! iApy’ IApZ]

In Komponentenschreibweise heil3t das

AE =MCcAt, Ap, =mAX, Ap, =mAy, Ap,=mAz.
c

Mit As=|As| und Aq = |Aqg| bedeutet dies in einer lichtartigen Welt

AE?

AG? = = _(Apx2 +Ap? +Apf) =m? (czAt2 —(Ax2 +Ay? +Azz)) =0,
As® = CPAL —(AX® + Ay? + AZ?) :L(AEZ —(Ap? +Ap; +Ap2)j =0
m? | c? o '

d.h. Raumzeit und Impulsenergie sind bis auf eine Konstante identisch und zueinander rezip-
rok.* Mit Ar =|Ar| und Ap =|Ap| folgt

2
Ap’ =(Apf+Ap§+Ap5)=Aciz,

Ar? = (Ax2 +Ay? +A22) = C°At%.
Somit kdnnen wir in drei Dimensionen schreiben:
Ar =cAt, Ap=AE/c,

wobei sich die infinitesimalen Elemente auch ausdriicken lassen durch
2 2 Ap. Y 2 2
qu — AEZ 1_02 Apx + py + Apz — AEZ 1__
C AE AE AE C
[GEGEG]
At At At

V2
= C2At? [1——2j =C’AT°.

As? = C°At? [1—i2
c

N—

Dabei ist 1/u die reziproke Geschwindigkeit, die definiert ist durch

4 . . . . . .
Im engeren Sinne bezeichnen wir die Impulsenergie als reziproken Raum.
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1 (Apx jz Apy i (Apz )2
2t 2t 2= + + '
v VY, AE AE AE
und & die Eigenenergie, also das energetische Pendant zur Eigenzeit z. Wir erhalten also das
Ergebnis

As=CAz, Agq=Ag/c,

d.h. in lichtartigen Welten andern sich weder Eigenzeit noch Eigenenergie und es gilt
At =Ae=0.

Die differentiellen Weg- und Impulselemente miissen verschwinden:

As-Aq = AEAt —(AXAp, + AyAp, + AZAp, ) = AEAt— Ar- Ap =0.

Beim Weltall kdnnen wir annehmen, daR die radiale Ausbreitung in Richtung wachsenden
Impulses erfolgt und der Kosinus des eingeschlossenen Winkels gleich 1 ist, so daf3

AEAt = ArAp > g

Setzen wir die Ausdriicke
AE =mc’At, Ap =mAr

in den Grundzustand der Unscharferelation ein, so folgen daraus die scharf melRbaren GroRen

AE? = me’z Ap? :@
2 2
PR ~, arr=
2mce 2m

Fugen wir nun noch die oben berechnete Massenénderung ein, ergeben sich folgende Abhan-
gigkeiten:
_ m,ava Ar?n

y Atz :—2: .
2 c 2m,av

AE? = c*Ap?

Nach obiger Energie-Impuls-Beziehung startet das Weltall mit der Geschwindigkeit v =0,
d.h.

2
v

E*=m? (1——2}4 +m?vZc? = mic’.
c

Wegen AE = Ap =0 befindet sich der reziproke Raum dann in einer Singularitét, wéhrend der
dreidimensionale Raum nahezu unendlich ausgedehnt und bereits vollig aufgespannt ist. Der
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Raum kann also nicht unendlich werden, weil die Lichtgeschwindigkeit nicht exakt erreicht
werden kann.

Hat das All anndhernd Lichtgeschwindigkeit erreicht, lautet die Energie-Impuls-Beziehung

2
) v
E2= Ilm{m2 (1——2j ct+ mzvzcz} =m?*
c

V—C

und das Weltall wird aufgrund seiner nahezu unendlichen Masse instabil. Die nun folgenden
Energie- und Zeitanderungen sind im Grundzustand gegeben durch
_ m,ach Ar? n

AE? =c’Ap® =—2—, AtP=—pr= .
2 C 2m,ac

Wenn die Energieumwandlung komplett vollzogen ist, verschwindet der vierdimensionale
Raum in einer Singularitat. Danach beginnt der Lebenszyklus des Universums von neuem.”

Abbildung 2. Das Universum bei voller Ausdehnung (links) und am Ende seines Lebenszyklus (rechts)

Es werden nun zwei Bezugssysteme betrachtet (siehe Abb. 2), von denen das eine® das Ruhe-
system der Singularitat ist und das andere’ eine bewegte Sphare im Abstand s von der Singu-
laritat, welche anfangs mit dem Ereignishorizont tbereinstimmt und die gesamte Ruhemasse
des Universums in sich vereint. Diese massebelegte Oberflache werde als Punktmasse be-
trachtet und moge sich im Gravitationsfeld quasi im freien Fall mit der konstanten Beschleu-
nigung a<0 auf die Singularitat zubewegen. Die Bewegung erfolge in radialer Raumrich-

> Moglicherweise, und wenn nicht, dann irgendwann, wieder in genau der gleichen Konfiguration wie das abge-
laufene
® das ungestrichene
7 .
das gestrichene
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tung, so daR wir das Weg-Zeit-Gesetz durch Integration der Geschwindigkeit ableiten kdnnen.
Wegen der negativen Geschwindigkeit gilt fiir den Weg

t
from-f 5
c?
Die Integration ergibt
% 242
=C—j ( 1+ 21 —1].
a 0 C

Substituieren wir die Beschleunigung durch die Geschwindigkeit, kénnen wir den Weg?® di-
rekt in Abh&ngigkeit von der Geschwindigkeit angeben:

s(t) =

c? 1
S-;(—W . ]

In der Naherung flr kleine Geschwindigkeiten kurz nach dem Urknall gilt die Naherung

|

H

Q
N |-

und es folgt das klassische Ergebnis v =—+/2as, falls v negativ ist. Fir v=0 kurz nach dem

Urknall hat das All wegen s=0 noch keinen Weg zuriickgelegt bzw. es ist noch nicht merk-
lich geschrumpft.

Im allgemeinen Fall 16sen wir die obige Gleichung nach v auf und erhalten

\/ 2as

Im Falle as >>c?, das heift, wenn sich das All sehr stark zusammengezogen hat und der Be-
trag des Weges s in Richtung Singularitat sehr grofl3 geworden ist oder wenn die Beschleuni-
gung a aufgrund der Allgemeinen Relativitatstheorie extreme Werte angenommen hat, gilt
n&herungsweise

¥ Man beachte, daR der Weg negativ ist, da er vom Rand des Universums zurick in die Singularitat fiihrt.
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Man kann dieses Verhalten auch anhand der differentiellen Linienelemente fur Raumzeit und
Impulsenergie demonstrieren. Dazu stellen wir diese in ihrer nicht gekoppelten Form als Pro-
dukte ihrer Lésungen dar, d.h.

As® = C?At* — Ar? =(CcAt+Ar)(cAt—Ar) =0,

2
AQ® = AEZ —Ap? :(A—E+Apj[£—Apj =0.
c C c

Multiplizieren wir die beiden Linienelemente miteinander, so ist
AS’AQ” = (cAt+ Ar)(E—ApJ(cAt —Ar)(£+ Ap} =0.
C C
Ausmultipliziert heif3t das
2, .2 AE AE
AS°AQ° =| AtAE —ArAp+ Ar———CcAtAp || AtAE — ArAp — Ar —+CcAtAp | =0,
c C

und nach Kirzen von
AtAE - ArAp =0

geht dieser Ausdruck Uber in

AS*AQ? = (cAtAp —Ar EJ(NE_ cAtApj =0.
c c

Daraus folgt
AE
AI‘C—Z—AtAp = O
und mit Am=AE/c? die Unschérferelation zwischen Masse und Raum

ArAm = AtAp > Ly
2C

Wenn also die Masse zunimmt, muB sich der Raum zwangslaufig verkleinern. Dann und nur
dann gilt

CAt+Ar=0 bzw. cAt=-Ar<0.

Wiirde sich der Raum umgekehrt immer weiter ausdehnen und die Geschwindigkeit immer
weiter verlangsamen, wirde die Masse immer Kleiner und die Ldsung des differentiellen
Wegelements wére

CAt—Ar=0 bzw. cAt=Ar>0,
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was zu keinem weiteren Urknall filhren kénnte und daher physikalisch unsinnig ist.’ Das dif-
ferentielle Wegelement hat ndmlich genau zwei Ldsungen, und zwar Expansion und Kontrak-
tion. Im Fall maximaler Kontraktion hatte das All dann in der Singularitét als Grenzwert ne-
gative Lichtgeschwindigkeit'® angenommen,

Ar__
At

Es gibt also aufgrund der riesigen Massenzunahme in der Singularitét einen weiteren Urknall,
ged

Anmerkung: Da Raum und Energie sowie Zeit und Impuls bis auf eine Proportionalitats-
konstante mc vollig dquivalent zueinander sind, wird das System der beiden Differentialglei-
chungen

2

AS® =C’AtP —Ar’ =0, AQ’= AE

CZ

—Ap®>=0
geldst durch die Beziehungen
AE =mcAr, Ap =mcAt

des reziproken Raums. Somit sind die Unschérferelationen nichts anderes als Lésungen des-
selben relativistischen Kraftgesetzes
AE _ Ap

AF=mc=— .
Ar At

° Demnach wire die Welt eine Einmalschopfung, was mit den Naturgesetzen nicht im Einklang steht.
% pie Lichtgeschwindigkeit ist hier als Skalar anzusehen, da die Unschéarfen stets positiv sind.
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