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Aufgabe: Berechnen Sie die Expansion des Alls aus der Singularitat heraus. Zeigen Sie, dal3
die geodéatischen Linien der Raumzeit konzentrische Sphéaren sind, deren Mittelpunkt in der
Singularitat liegt, und daB alle Ereignisse, die wir gegenwaértig im Universum beobachten
konnen, lichtartig sind, und nicht aus friiheren Zeiten stammen.

Losung: Albert Einstein beschrieb 1917 ein statisches Universum, und Hubble hat an ein ex-
pandierendes All nie geglaubt. Die von Einstein seit 1931 vertretene Steady-State-Theorie
wurde 1965, d.h. 10 Jahre nach seinem Tod, durch die Entdeckung der von der Urknalltheo-
rie vorausgesagten Hintergrundstrahlung widerlegt. Einstein prasentierte in seiner Allgemei-
nen Relativitatstheorie 10 nichtlineare Differentialgleichungen mit 16 Unbekannten. Ein sol-
ches System ist mathematisch nicht mehr I6sbar. Die Friedmann-Gleichung ist nur deshalb als
Losung anzusehen, weil Friedmann erhebliche Vereinfachungen traf. Nachfolgend versuchen
wir solche Vereinfachungen zu vermeiden.

Im Minkowski-Raum ist der quadratische Abstand eines Ereignisses r =(ict, x) von der Sin-
gularitdt s=ct=x=y=1z=0 gegeben durch

s’ = ||(ict, x)”2 =Cct? —x*—y*-77,
wobei wir uns auf zeit- und lichtartige Ereignisse c’t?>x?+ y®+z? beschranken wollen.!
Allgemein gilt in der Relativitatstheorie die Invarianz des Abstandsquadrats

ds® = dct? —dx® —dy* —dz* =0,
was man durch Differentiation des obigen Ausdrucks leicht zeigen kann:

2sds = 2ctdct — 2xdx — 2ydy — 2zdz.

In bezug auf denselben Abstand zweier Punkte zur Singularitat gilt folglich s*> = 0. Allgemein
1Rt sich eine zeit- und lichtartige Bewegung durchs All beginnend mit dem Urknall durch
eine Hyperflache der Gestalt

z(ct, X, y) = i\/czt2 —x*—y*-¢°

beschreiben, d.h. alle Weltpunkte, die auf einer Orthodromen liegen, sind gleich weit von der
Singularitat entfernt. Die Front eines Lichtblitzes, der zum Zeitpunkt t =0 im Koordinatenur-
sprung der Singularitat ausgeldst wird, beschreibt demnach eine Kugelsphare mit Radius ct,
so dal} die Bewegung auf einer Orthodromen stets die kiirzeste Verbindung durchs Weltall ist.
Diese Orthodrome kann nur verlassen werden, wenn man in die Zukunft reist, d.h. eine weiter
entfernte Orthodrome mit s> 0 aufsucht. Dazu missen allerdings Beschleunigungen aufge-
bracht werden, um die Reisegeschwindigkeit zu erhdhen. Es gibt dann auf dieser neuen Or-

! Raumartige Ereignisse datieren in die Vergangenheit, die uns kausal nicht zuganglich ist.
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Physikaufgabe 106

thodromen keine Mdoglichkeit mehr, noch einmal in die Vergangenheit und damit in seine
eigene Welt zurtickzukehren.

Die GroRe z = z(ct, x,y) stellt in kartesischen Koordinaten eine sich mit Lichtgeschwindig-
keit ausbreitende Sphare dar. Das totale Differential des Raumzeitvektors r :(ict, X, Y, z) der

Orthodromen nach den drei unabhé&ngigen Variablen ct, x und y ist folglich gegeben durch

dr =2 det+ L ax+ Ly,
oct OX oy

wobei das differentielle Wegelement ds definiert ist durch

2
ds? =dr? :(ﬂ) det® +2 ﬂgdctdx+dx+2ﬂgd ctdy
oct oct ox oct oy

(6r) i + 220 ey + ar) dy?,
ox ox oy oy

Die Koeffizienten fassen wir zu einer Metrik

(zjﬁwzﬂq
oct oct ox  oct oy
gll 312 313 _ gﬂ (QJZ ﬂg
R 0 SN ox oy
gSl 932 933 2
oror oror f[or
oyaoct oy ox | oy

mit der Determinante

311 312 313 :(ﬂjz(g)z ﬂ2+2(5r5rj ﬂﬁ @ﬂ
aoov2 =B et ) \ox ) oy act ox )\ ox oy )\ oy oct
gSl 932 933
{ﬁf@g ﬁqﬁmﬂ_ﬂxﬂﬂf
oct ) \ ox oy oy oct oy ) \ .oct ox

zusammen. Mit Hilfe der partiellen Ableitungen

ﬂ:(i,o,o,ﬁ) ox (moazj r_lo01Z
oct oct X OX ay oy

sowie der Skalarprodukte
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orY oz \’ oror o0z 0z orY’ oz
T =1+, S22 1D o4 &
OX OX oxoy oxoy oy oy
(1)2_@)2_1 ror_aa oo _aa
act act ' octox  octox| oct oy act oy

erhalten wir fur den metrischen Tensor den Ausdruck

(z)z_l ax  aa
oct oct ox oct oy
gll 312 313 _ gﬁ 1+(gj2 gg
S N R ox X oy
O O3 Os 2
an  ae (&
oy oct oy OX oy
und fur dessen Determinante gilt
gll 312 313 _( EJZ _1_(@]2 B Q 2
21 22 23 6Ct 8X ay '
g3l g32 933

Daraus 1aBt sich das differentielle Wegelement wie folgt formulieren:

0. O O |(dect gy, det+g,,dx + g,,dy
ds? = (det,dx,dy)| 9,, 9, Oy || dx |=(dct, dx, dy)| g,dct+g,,dx +g,dy |,
O O 0/l dy gy dct + g,,dx + gg,dy

also
ds? = g, dct® +( gy, + 95, ) detdx + g,,dx* + (9,5 + 95, ) dXdy + ga5dy? +( 9y, + 0,4 ) dydet.

Setzen wir die Ableitungen in das differentielle Wegelement ein, so lautet dieses

2 2
ds® = (zj -1 dct2+22gdctdx+ 1+(@] dx?
oct oct Ox OX
2
+2g@dxdy+ 1+ @ dy2+2@£dydct.
X oy oy dy act

Der inverse metrische Tensor ist damit gegeben durch
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gll 912 gl3 Ou 912 O B 1 G11 GlZ GlS '
921 922 923 =1 9x 9 0y :g g g G21 Gzz Gza )
9 9” ¢*) (9 Uz Ui T G, Gy, Gy
O O U
Os1 O3 UOs
mit der Determinante
01 9 O
O 92 0O|= 911G11 + ngGlZ + 913613
Os1 O3 Oz
und den Adjunkten
O 02 gl,k—l gl,k+l Oin
0 0, gz,k—l gz,k+1 O2n
Gik:(_l)i+k 11 Yia2 0 Giaka Giaka o Qi
gi+l,1 gi+1,2 gi+l,k—1 gi+l,k+1 gi+l,n
gnl gn2 gn,k—l gn,k—l gnn

Diese ergeben sich aus den entsprechenden Unterdeterminanten zu

G — g22 gZS —_ ng gZS — 921 922
Y19, 9 Y00y 9% 7 |9u On
G - _ ng gl3 — gll ng - _ gll ng
9 9% P |9n 9w 20y O
ng g13 gll gl3 gll ng
G, = , G, =— , G, =
N (VIR Zo00n 9% T |9n 9

und lauten ausgeschrieben

Gn = 0293 — U305, GlZ =—02195 T 923951, Gl3 = 02193 — 9295
GZl =—01,93 1 U3, 013> Gzz = 011935 — 913931, st =—01195 + 91,051,
G3l = 012925 = 92,013 Gsz =—011925 + 951013, Gss = 01192 — 91,92-

Mit den Adjunkten
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o _ gjz arY (aorarY o __erarfor) arorfarer
Holax) Loy X By ¥ oct ox | oy "ot oyloxay )
G_ﬁfgiéwz G_@qa&(&g)zﬂ
2 \oct) Loy actoy ) P act ) ox oy \act ox )\ oct oy )’
G_éq@q{zife_ﬁﬂﬂa @)@@

# \oct) Lox actox) ' ° actox\oxady) \ox) oct oy

und den Symmetriebeziehungen

GZl = 612' Gsz = st’ GSl = Gl3

kdnnen wir den inversen metrischen Tensor auch wie folgt schreiben:

1 12 13
g g

g 1 Gll G12 GlS
g21 22 23 — Gl2 G22 G23 .
0,.G,, +9,,G,, + 9,,G
g3l g32 g33 11+11 1212 1313 Gl3 ng G33
Schlief3lich ergibt sich mit
2
Gll—l+[azj + a , GH:_E@’
OX oy oct ox
2 2
oct oy ox oy
633=[ﬁj (aZJ 1 G,-- 22
oct OX oct oy
fur den inversen metrischen Tensor die folgende Gestalt:
11 12 gl3 1
g21 g22 g23 — a - a - 8 >
g31 gsz 933 (Zj _(Zj _ l _1
oct OX oy
(az jz oz Y 0z 01 0z o1
1+ — | +| — —-— -—
OX oy oct ox oct oy
N (zjr@il oo
oct ox oct oy OX oy
i a az oz (ﬁ] (azj 1
oct oy X 6y oct OX

Zur Uberpriifung bilden wir das Matrizenprodukt
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11

Ou Y Ol 9 9 9 1

0n O 0Oyl 9% 9% 9%|=

921 922 923 g31 g32 g33 01192933 t 2912923931 - 9119223 - gzzg§1 - 9339122
31 32 33

Ju 9 On 02,035 — 953 —0:2033 + 95,95 012925 = 922931
X0 O 92 || 7912933+ 923013 011933 — 9123 —011923 + 01,93 |
O O Oz 012925 = 92203 —0:1192 t 01,93 01192 — 9122

welches uns den Einheitstensor liefert:

11 12

Ou 912 O3 )[ 9 g g 100
O 02 0Oy 921 922 923 =0 10
Os; O3 05/( 0 * g% g% 0 01

Zur Auswertung der bisherigen Gréf3en setzen wir alle benétigten partiellen Ableitungen der
Flache

z2=+ci? —x* —y? -2
mit s =0 ein,

a____ @ x &y
oct \/Cztz_xz_yz_sz' OX \/Cztz_xz_yz_sz’ oy \/Cztz_xz_yz_sz

womit der metrische Tensor in kartesischen Koordinaten explizit die folgende Gestalt an-
nimmt:

01 O O3 1 X% + y2 +s° —Ctx —cty
921 92 0Ox|= FOTEENCES y2 e —CtX cit® - y2 —s? Xy
O O Os —Cty Xy c’t? —x*—¢?
Fur die Determinante gilt
Ou On Ui )
S

91 O Ox|=

X —y? 5%
Os1 O3 UOs

und der inverse metrische Tensor ist explizit gegeben durch

gll ng ng . C2t2 _ s2 ctx Cty
g21 g22 gZS — — ctx X2 + SZ Xy

S
g3l g32 g33 Cty Xy y2 +82

Das differentielle Wegelement lautet damit
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ctx c’t? —y?—s?
_dotdx + R

= dx?
¢t —x*—y*—s it —x*—y*—s ct® —x

Xy cit? —x*—s - cty
it —x*—y*—s

> dctdy.

Fur lichtartige Ereignisse s=0 ist der inverse Tensor nicht definiert, daher kann man ihn
auch nicht fir die Berechnung der Christoffel-Symbole heranziehen. In allen anderen Fallen

gilt

11 12 13

10 0) (gy 9 9s)( 9" 9” ¢ . .
0 1 0|=[0y 9r Uul| 9 9* 9% A
0 0 1) gy 9 9l 9% 9%
(¢’ —x* —y? —s?)s? 0 0
x 0 (c’t? —x* —y? —s?)s? 0
0 0 (c’t? —x* —y? =s?)s?

Bilden wir zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen die zweite Ableitung des Ortsvektors
nach der Bogenléange, in die wir die erste Ableitung

dr _ ordct ordx ordy

—_— _

ds oct ds  oxds oy ds

wieder einsetzen, erhalten wir den Ausdruck

d’r or d%t ord®x ord’y (dctj2 o°r _dctdx o°r

7 A e T A A T A a2 T e Ft2———
ds® oct ds° oOx ds® oy ds ds ) oct ds ds octox
2 A2 2 2 A2 2
+(%j a_2+2%ﬂ_6 r +(d_yj 6_24_2%% a r .
ds ) ox ds ds oxoy \ds) oy ds ds oyoct

Ferner bendtigen wir die darin auftauchenden zweiten partiellen Ableitungen

2 2 2 2 2 2
0T 0,002 2T _[g0,02%] 2r_[0,0,0%%]|
oct oct octox octox OX OX

2 2 2 2 2 2
°r 00022 Zr_fo00%2|  -Zf _[o,00-2%|
oxoy OXoy oy oy oyoct oyaoct
Die auf die Bogenlénge bezogene Oberflachenkurve ist dann und nur dann geodatisch, wenn
die folgenden Skalarprodukte identisch verschwinden:

Copyright © 2019, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 7



Physikaufgabe 106

_(dir) or [ord’ot ard’x ordly o (Eja_(d_j
ds? ) oct | act ds? = ox ds? 6yds "o\ ds ds

o’r (dyj o%r dct dx o°r dydct _ o°r dxdy| or
+— +2 —+2 —+2
oy? ds octox ds ds octoy ds ds oct’

oxoy ds ds

d’r) ar ( or d’ct ord’x Lor d’y . or (dct}2 azr(de
= — =| ——+— +2—|— | +2—|—
ds® ) ox | act ds*  ox ds? ay ds? oct” \ ds ox“\ ds
ﬂ(dyj rdctdx+4 o°r d_y%ﬂlar%ﬂ g
2\ ds octox ds ds octoy ds ds oxdy ds ds | ox’
d’r) or _[ or d’ct 8rd X ard y .o (det) ok (dx)
0=| 5z | 5= 2 =2 28
6'y oct ds? 6x ds? 6y ds? oct” \ ds ox“\ ds

oxoy ds ds

2 2 2
+26_2(ﬂ] 4 o%r dctdx+4 o°r d_yg+4ar dx dy | or
oy” \ ds octox ds ds  octoy ds ds

Ausmultipliziert heif3t das

(_j dzct+ar or d2x+8r or d2y+g o°r (E)2+2 or o°r dct dx
oct ) ds* oxoct ds® oy act ds® ot oct®\ ds act tox ds ds
or azr(dsz or or dxdy or o°r (dyjz or 0°r dctdy
t——| | +2— — +2—————2=0,

oct ox“ \ ds oct oxoy ds ds  oct oy? oct octoy ds ds

( jdx 6r8rdy or or d’ct 8r6_2r(@j2+2g 0°r_det dx
ox ) ds*  ox oy ds? Tact ox ds? | ox oct | ds Ox octox ds ds
J .

+gﬁ(%j +28r o’r %ﬂ gi(dy zar o’r det dy _
ox ox* \ ds Ox Oxoy ds ds  ox oy? ox octoy ds ds

“dly orordiet orordix or o' E)Zﬂ O°r_dot dx
ay ds?  oct oy ds? Eﬂxayds2 dy oct? dy octox ds ds

+g8_2r(%j Lo0r o°r %d_y ﬂi(dyj Lo0r o°r_dct dy _
oy ox*  ds oy Oxoy ds ds oy oy’ oy octdy ds ds

Setzen wir die Skalarprodukte und die gemischten Ableitungen

or o’r o1 0’z or o’r o1 0’z

actot? octott oot
or or oz 0’z
act octox  oct octox”

or_odz oo oz
oct x>  oct ox?’ act oy?  oct oy?’

or o o or O & o
act oxdy  oOct oxdy  oct octdy  act Actdy
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or o’r oz 0’z or o°r o1 0’z or o°r 0z 0°z

xoct? oxoct?  axoxt axoxt oxoy? oxoyt
or or oz oz or 0r oz 9’z or 9r o1 0’z
OX OCtoX X octox ' Ox octdy  Ox Octdy ' Ox Oxdy  OX oxdy |

or o’r oz 0’z oro’r o010’z or o°r 0z 0’z

oyoct! oyoct’  oyoxt dyok'  dydyt oy oyt
or or oz 0’z or or oz 9z or v oz 02
Oy octdx Oy octox dy actdy  dy actdy Oy oxdy  dy oxdy

in die obigen Gleichungen ein, erhalten wir Terme, die nur noch von den Ortskoordinaten
abhangen:

(gjz—l dzct+az oz d? x+az oz d*y
act ds® ox oct ds® oy oct ds?

ML Tp N el LT
oct ot? \ ds act ox2\ds ) act oy?
2 2 2
+2£ 0°z E%+Zaz 0z dctdy+zﬁaz dx dy
oct octox ds ds  oct octoy ds ds  oct oxoy ds ds

ds®> ox oy ds*  oct ox ds?

207 (E) a_a_(d_) X mz
ox oct® \ ds oxox*\ds ) oxoy*\ds
+2@ 0’z dct dx 282 0%z dctdy+2@ 0’z dxdy _
ox octox ds ds  ox octoy ds ds  ox oxdy ds ds

az Y |d?y 6z oz dict oz oz dx
I+ —| =t ———+ >
oy ) |ds® octoy ds®  oOx oy ds

Sae) S5 55
oy oct®\ ds oy ox’\ds) oy oy
AR dctdx+2@ 0’z EﬂJrz@ﬂ%d_y:
ay octox ds ds oy octoy ds ds oy oxoy ds ds

{ (azJ}dx oz oz d’y oz oz d’ct
1+ —+—

Diese Gleichungen konnen wir nach Multiplikation mit den Differentialen oz/oct, dz/ox und
oz/oy auf die folgende Form bringen:
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oz i(@jz—l dzct+g(5zj d x+az(az] d’y
oct| c®\ ot ds®> ox\aoct) ds® oylact) ds?
() 2 (2 2 2
oct ) oct®*\ ds oct ) ox*\ ds oct ) oy ds

oz jz 0%z dct dx (az Jz 0’z dct dy ( j 0%z dx dy
+2| — — 2 = +2 — =
oct ) octox ds ds oct ) octoy ds ds oct ) oxoy ds ds

al, . (azj d?x (8zjzgd_2y+g(gjzdzct
ox | ds? \ox) oy ds?  oct\ox) ds?
EECNE O

ox ) oct*\ ds ox) ox*\ ds ox ) oy*\ ds

2 2 2 2 2
azj 0’z E%Jrz(gj 0%z dctdy+2( j 0%z dxdy _

+2| —
Ox ) octox ds ds octoy ds ds oxoy ds ds

ozl (a2 |a? y oz(éz “d2t azfaz) dix

— 1+ = | |—=+— —t—| = | —

oy 6y ds*  oct 8y ds® ox\oy) ds

2] Zr(m) () 2x(m) (a2 oy
dy ) oct?  ds oy ) ox*\ ds oy ) oy*\ ds

ez 0%z det dx 6z 8%z det dy oz &%z dx dy
+2| = — 42 = — Xy = 2
oy ) octox ds ds oy ) octoy ds ds oy ) oxoy ds ds

Ziehen wir die zweite und die dritte Gleichung von der ersten ab, erhalten wir den Ausdruck

a (gjz_l_(@jz_ a)|da o o (ET*ZGZ &%z det dx
act ||\ act ox dy ) | ds®  oct oct? \ ds act octox ds ds

2 2 2 2 2
6282(dx) L0 02 dxdy oz 0°z (dy) L0 02 dctdy}

+__ —_— —_— —_—
act ox* \ ds act oxoy ds ds Tt oy*\ ds oct actoy ds ds

N (a_jl(a_) o) djﬁﬂ(ﬂjlﬁ 0"z dot d
ox ||\ oct OX oy ) |ds* ox oct’ \ ds OX octox ds ds

_ga_zz(dsz )0 0%z dxdy oz 0’z (dyj2 502 0%z dct dy}

ox ox2\ds) &axaygg_&ﬁ ox actay ds ds

Lo (a_jl(a_j o dZy_@i(dctjz , 02 02 det dx
oy ||\ oct OX ay ds® oy oct? oy octox ds ds
_@i(dsz 282 0’z dxdy oz 0%z (dyjz_zg 0’z det dy _o

oy ox? oy oxdy ds ds oy oy? '

oy octoy ds ds -
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womit die Koeffizienten in den eckigen Klammern identisch verschwinden mussen, d.h.

(gj (azj a) _|da, @ o (EI” 0z &%z dct dx
act OX oy ds®  oct oct® \ ds act octox ds ds
2 2 2 2 2
BT, Ty, za_(dy] Lp02 0’2 dotdy
oct ox“ \ ds oct octoy ds ds

oct oxoy ds ds  oct oy’
(a_j(a_j a) dixﬂﬂ(@)z_zz 0°z_dot d
oct OX oy ds> ox oct’ ds Ox octox ds ds
oz 6zz(d_xj2 , 0 &'z dxdy a2 o' (dy]z_zg %z dct dy
ds

Ox Oxoy ds ds O oy?

OX Ox?

(G_Ha_J a) dZy_@i(dctT_zg 0°z_dot d

oct OX oy ds® oy oct® oy octox ds ds

_@i(dsz_zg 0’z dxdy oz 9%z (dyj L0 0’z dct dy
oy ox?

Ox octoy ds ds

oy oxoy ds ds oy oy°

oy octoy ds ds -

Durch Vergleich mit den geodatischen Gleichungen

dZct dct dct dx dx dx d
(2 j (o) S, [ ] H(r o) Z Y

ds? ds ds ds ds ds ds
. (dy i 1 1\ dy dct
+F33 (E (r31 F13) ds dS =0,

d’x  ,(det) [, detdx ., (dx) ., ., \dxdy
F”“(Ej +(F12+F )d ds+r22 E +(F23+F32)EE

» (dy ) ,\dy dct
+F33(ds (r31 +F13)£¥ - 0’

d? dct dect dx dx dx d
y r’:;( j H(ry+,) 92 rzz[ j H(rg,ers,) 2 W

ds? ds ds ds ds ds ds
s (dy ’ 3 5\ dy dct
+r33 (E (F31 F13) ds dS =0

ergeben sich die Christoffelkoeffizienten zu
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R AR
1 _ act oct? i o-rt = oct actox
11 2 2 2 ! 12 21 2 2 2 !
FEE- T e
oct OX oy oct OX oy
oz 0%z o 9z
oct ox? oct ox
Flzz = 2 aet 8;( 2 Flzs = réz = 2 zay 2
FEE T T
oct OX oy oct OX oy
oz 0%z oz 0%z
act oy? act acto
T o e A R
G- T e
oct OX oy oct OX oy
oz 0%z oz 0°z
=L o
Ffl —_ - OX 8(§t - ’ I‘*fz — I‘*gl —_ - OX GCEGX - ’
DO R EHEEE
oct oy OX oct oy OX
0z 0°z oz 0z
OX OX2 OX OX0
1"52:_ 2 8X8)2( 2! F§3=F§2=— 2 2y 2 !
BIGEOENCICIGE
oct oy OX oct oy OX
0z 0°1 oz 0z
ox oy® ox oct
I3 =- 2 Z/ 2 ! [ =Tp=- 2 28y 2
e T A
oct oy OX oct oy OX
oz 01 oz 0z
oy oct? actox
rfl__ 2 Y 2 2 ! Ff2=1“§1=— > % 2 2
@R T e
oct oy OX oct oy OX
0z 0°z oz 0%z
oy ox* dy ox
F§z=— 2 » 2 2 ! F33=T§2=— > 2l 2ay 2!
@ T e
oct oy OX oct oy OX
a2 a o
2 acto
M= ==Y

RGO
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Um die Orthodrome einer vierdimensionalen Kugel auszuwerten, bendtigen wir neben den
ersten auch die zweiten partiellen Ableitungen einer sich ausdehnenden Kugeloberflache? als
Funktion von x, y und ct. Diese berechnen wir geradeaus zu

0’z XP+yi+s’ o’z ctx
oct’ \/cztz—xz—yz—szy ootox \/cztz—xz—yz—szsl
A e o’z Xy
X’ \/cztz—xz—yz—sza’ Xy \/cztz—xz—yz—sf’,
0’z ct’ —x*-s° 0%z cty

oy? \/Cztz_xz_yz_sz31 octoy \/Cztz _Xz_yz_sz3'

Setzen wir diese Resultate in die allgemeine Definition der Christoffelkoeffizienten ein, so
folgt

Mo X +y*+s*  ct Moo ctx ot
1 X _yi_sisl P AT I P
i o—_ C2t2_y2_52 C_t oo Xy C_t
22 C_x—yi-sis B X —yP_si s
S S Gt S v SRV cty ct
33 7 T 2.2 2 2 22! Iy =Ty = 2¢2 2 2 o2 o2
2 —x2—y?—s?s il —x2—y?—s?s
) X*+y*+s® X ) ctx X
= esla=mr——m oo
cit?—x2—y*—s?s ct?—x2—y*—s?s
22 2 2
2 —_ cCt'-y —-s* x [2 =72 —_ Xy x
22 it —x2—y g2 §? 23 32 it —x2—y g2 §?
,  ctP=x'-s" x ., 5 cty X
Iy = 202 2 2 2 o2 =TIy = 212 2 222!
cit?—x2—y*—s?s ct?—x2—y*—s?s
. X +y*+s® y e - Ctx y
1 e xE_yi_sist 2T AT I _yr (P
22 2 2
3 __ -y -s" Yy =18 —_ Xy Yy
22 2 —x2—y g2 §? 23 32 it —x2—y g2 §?
22 2 2
oo CP-X-s’ Y e cty y
33~ 2 ta~lis 22 22"

it —x*—y*—s°s P —x*—y*—-s’s

Daraus ergeben sich drei Differentialgleichungen:

2 . . . . .
Wir verwenden im weiteren Verlauf nur noch das positive Vorzeichen
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dZct 1 ., o (dct) det dx .., dx )’
ds? _cztz—xz—yz—s{(X +Yrs) ds ek E_+(Ct AR ds

2
+2xy%ﬂ+(czt2 v Sz)(d_yj _octy W dy dct ct _o,
ds ds ds ds ds |s2

d2x 1 s 2 (dctj detdx [ 5, 5 (dsz
- X )| — | —2etX——+(Ct° -y " —5" )| —
ds®* ¢’ —x*—y®—¢? {( T ) ds ds ds ( y ) ds

2
+2Xy%d—y+(02t2 2 _Sz)(ﬂj _octy Y dy dct _o,
ds ds ds ds ds s

dy 1 s s (dctj det dX /5 2 s [dsz
- X2 +y2+5 —2etx——+(cAt2 — y2 —s?)| —
ds® c*t®—x*—-y*-s? {( y ) ds ds ds ( y ) ds

dx dy ), [dyjz dy det |y
+2X +(ct?—x* =) = | —2cty—=— |3 =
yds ds ( ) ds yds ds |s?

Der gemeinsame Koeffizient stellt das differentielle Abstandsquadrat dar, so daB wir die Glei-
chungen mit Hilfe der Identitat

1 det det dx dx )’
1= X2yt 4s?)| = | —2ctx——+(c’t* -y’ —s*)| —
2 — X yi_g? {( y )( ds] ds ds ( y )(dsj

2
+2xy%ﬂ+( 22 _ 2 —52)(d—yj —thyﬂE
ds ds ds ds ds

bedeutend vereinfachen kdnnen:

d’ct ct _o d’x X o d’y y o
ds? Cztz_xz_yz_zz ' gs? Cztz_xz_yz_zz ' ds? Cztz_xz_yz_zz '
Es mulR also

1 _1d%t _1d’ _1d’y o*

2

P —x—y’-7z° ctds® xds° yds® ¢
konstant sein, womit die Differentialgleichungen gegeben sind durch

dZct 2 d?x  i’w’ d? i‘w’
ds c ds c ds c

y=0.
Das All rotiert also mit einer komplexen Rotationsfrequenz iw, die den Betrag

lio| = \fio-(-iw) =
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hat. Es handelt sich bei diesem Gleichungssystem um gekoppelte harmonische Oszillatoren
mit den komplexen Ldsungen und Ableitungen

c ., ws dct 1 ws dict ®
Ct:_—Slnh—, —ZTCOSh—, _ZZ_ZCt’

1) c ds i c ds c

C iws dx . iws d?x i‘w’
X=—C0S—, —=-5in , - =——X,

iw c ds c ds c

c . iws dy iws d’y %0’
y=—sin—, —=C0s—, —=——Y.

iw c ds c ds c

Ferner gilt z=ct. Setzen wir diese Losungen in die Definition des vierdimensionalen Ab-
standsquadrats ein, so folgt mit

2 2

, o, C ,lws ¢° . ,iwS ¢
X" +y® =——C0s ——Sin ==
i‘w cC i‘w c iw
zunachst der raumliche Beitrag
2 2 2
c° . ,wS C ®S
X' +y*+2" =+ —sinh* —=——cosh? —
i‘w° ‘o c i‘w C
und daraus das Abstandsquadrat
c? ws c° os ¢
s? =¢’t’ —(X* +y* +2°) =——5sinh® ==+ cosh® = = —.
w C w C a

Far lichtartige Ereignisse s=0, etwa den Urknall, gilt @ — c. Dabei verschwinden Raum
und Zeit in der Singularitat:
2 2 2 2 2 2
imet=2%im < 20, timx=2X1imS_—0, fimy=2Yim< —o.
d d

W—>0 s W—>0 [0} W—>0 S W—>0 [0} D—>0 S W—>0 0]

Bei Lichtartigkeit gilt ferner

2 2 2
s°=c"— K%J +(d_yj J{%j =c’-Vv*=0
dt dt dt

und damit v=+c. Wahrend des Urknalls besitzt das Universum bei maximaler Rotationsge-
schwindigkeit wie bei der Kreisbewegung maximale Gravitationsbeschleunigung, da langs
der Orthodromen Kraftegleichgewicht herrscht. Umgekehrt wird die Ausdehnung des Alls fir
o = w,;, maximal und es gilt s=s,. Die Expansion des Alls hat dann wegen der Krimmung

des Raums und nahezu verschwindender Beschleunigungen ihren Umkehrpunkt erreicht:
2 2 2
lim St 1175 jim 92X 1 543%mn i 9Y 1975 %

O—> i S C O—> Dpin S C D= Opin s C
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Am Ende des Expansionsprozesses ist die Rotation des Alls somit fast zum Erliegen gekom-
men, die Beschleunigungen sind allesamt minimal. Trotzdem bleibt der Drehimpuls erhalten.

R¢ S:0

Abbildung 1. Spharen der Gleichzeitigkeit und sichtbarer Teil des Universums

Orthodromen sind Sphéren mit wachsendem Radius ct, flr die ebenfalls s=0 gilt und damit
ct’ =x>+y + 7%,

d.h. die Welt, in der wir leben, ist lichtartig, da die Ausbreitung des Alls sowohl radial als
auch azimutal mit dem Licht mitwandert. Wir konnen in der Gegenwart also weder in die
Vergangenheit noch in die Zukunft blicken. Das Licht auf einem Kreisbogen ist 2zmal so
lang unterwegs wie in radialer Raumrichtung (siehe Abb. 1). Daher sehen wir etwa auch nur
ein Drittel des Universums in beiden Raumrichtungen. Was in groRerer Entfernung liegt,
werden wir niemals zu Gesicht bekommen. Wenn die am weitesten entfernten Galaxien 13,8
Milliarden Jahre alt sind und damit so alt sind wie das Universum, dann ist die wahre Aus-
dehnung des Universums ca. 3mal so groB. Alles, was wir im Universum sehen kdnnen, hat
folglich dasselbe Alter seit Entstehung der Welt, da uns das Licht selbst der entferntesten Ga-
laxien just zu der Zeit erreicht, die seit dem Urknall auf der Orthodromen verstrichen ist. Alle
Punkte auf dieser Orthodromen sind gleichzeitig. Daher sehen wir die Galaxien nicht in dem
Zustand, wie sie sich kurz nach dem Urknall présentierten, sondern im gleichen Alter, das
auch unsere Galaxis hat. Galaxien, die vor dem sichtbaren Horizont liegen, haben scheinbar
eine Kkleinere Geschwindigkeit als Lichtgeschwindigkeit. Das liegt aber nur daran, daR das
Additionstheorem der Geschwindigkeiten gilt,

[
LtV
X ! !
u'v
1+

C2

u

wonach fir u;, =+c gilt:

C+V —C+V
X=—= bZW X= = —
\" \'
1+-— 1-—

C C

Copyright © 2019, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 16



Physikaufgabe 106

Das erklart, warum Galaxien, die sehr weit von uns entfernt sind, sich mit Geschwindigkeiten
bewegen, die néher bei der Lichtgeschwindigkeit liegen als die Geschwindigkeiten benach-
barter Galaxien. Trotzdem haben sie alle das gleiche Alter wie unsere eigene Galaxis. Wir
sehen sie so, wie unsere Galaxis heute aussieht, weil uns ihr Licht zur gleichen Zeit erreicht
wie das der entfernteren Galaxien. Fur u, =xv gilt

v
2 —V+V
==L <1 bzw. u,=——=0
c v v
142 1-2
c c

Am Anfang des Universums zur Zeit t=0 bzw. v=c stellen wir fest, dal das Licht langs
einer Orthodromen noch gar keinen Weg zurlickgelegt haben kann, obwohl die Masse der erst
in ihrer Entstehung begriffenen Galaxien bereits in Fahrt ist, sich aber immer noch in der Sin-
gularitét befindet:

2 2
c v
s?=—=c’r’ =c’’|1-— |=0.
(0 C

Am Ende der Zeit t =T zeigt sich, daB sich das Licht langs einer Orthodromen ebenfalls in
der Singularitat wiederfindet, nachdem es den ganzen Weg durchs Universum zurilickgelegt
hat. Das liegt an der Eigenzeit 7z, die gegen Null geht, wenn die Galaxien oder was in Form

von Schwarzen Lochern davon ubriggeblieben ist wieder Lichtgeschwindigkeit erreichen.
Dann gilt wegen v =—c ebenfalls

2
s? =c’t’ (1—\/—2} =0.
c

Im Umkehrpunkt nimmt das Abstandsquadrat wegen v =0 den Wert s* =c?t* an. Die GroRe
des Alls kann somit aus dem maximalen Weg s, zur Zeit t, =T/2 gemaR

sy =Ct, =cT/2,

berechnet werden, wobei T die Periodendauer bzw. das maximal erreichbare Alter des Uni-
versums ist. In diesem Zustand hat das All ausschlieBlich potentielle Energie, seine kinetische
Energie ist aufgebraucht. Nach Umformen des quadratischen Wegelements stellt sich heraus,
dal’ die Kreisfrequenz des Alls umgekehrt proportional zur Zeitkomponente ist,

c

2 )
/ v
ct/1-—
C2

d.h. das Weltall dreht sich um so schneller, je jlinger es ist, und erreicht aufgrund der Drehim-
pulserhaltung seine volle Rotationsgeschwindigkeit erst wieder, wenn die Zeit abgelaufen ist.

w(t,v)=
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Fassen wir zusammen, so gilt in der Singularitat aus Griinden der Stetigkeit fur die Winkelge-
schwindigkeit der Grenzwert

. 1 . C
oY) =i F e
s

und im Umkehrpunkt der Grenzwert

. 1 . c
'V'L‘B“"(t’v)th(o)'v'ﬂ; IR

Seine minimale Rotationsgeschwindigkeit besitzt das All also zur Zeit t, bei maximaler ra-
dialer Ausdehnung und verschwindender Geschwindigkeit, d.h. wenn gilt:

Ist der Scheitelpunkt Gberschritten, beginnt sich das All wieder zusammenzuziehen und die
Galaxien® fliegen auf uns zu. Die komplexe Kreisfrequenz des Weltalls ist in Abb. 1 darge-
stellt. Man beachte den Anstieg bei v=+c. Abb. 2 zeigt die reziproke Kreisfrequenz sprich
den auf der Orthodromen zurtickgelegten Weg. Die Eckpunkte fehlen hier lediglich deswe-
gen, weil nicht durch Null dividiert werden darf.

Komplexe Kreisfrequenz der Raumzeit

- 1 ﬁ_,_d_f—-
0.5 e 0.5 !
0 L 0
0.5
-1
ct

0.5
/ -1
vie

Abbildung 2. Komplexe Kreisfrequenz des Alls mit Maxima bei t=0 und v=+c

Mit der Definition des Wellenvektors

2 _ 27 _®

“ 1 T ¢

* bzw. was noch davon Ubriggeblieben ist und nicht in Schwarzen Léchern verschwunden ist
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ist die Periodendauer T des Weltalls nach einer Wellenlange A =cT abgelaufen. Das ent-
spricht einem Umlaufwinkel von 27z mit einer Eigenzeit z =s/c, wobei « die gewdhnliche
dreidimensionale Kreisfrequenz ist.

Komplexer Weg durchs All

s{cl, o)

Abbildung 3. Mit zunehmender Geschwindigkeit und Zeit verschwindet die Raumzeit wieder in der Singularitat
Im bewegten Bezugssystem, z.B. in unserer Galaxis, ist die Summe der Krafte aus Gravitati-
onskraft und Zentrifugalkraft stets gleich null:

GM _

SZ

2
0 bzw. C——G';/l:
S S

w*s —

0,

wobei s der raumzeitliche Abstand von der Singularitat, M die Masse des Universums und G
die Gravitationskonstante ist. Aus

folgt $*=c¢° -V’ =w’s’ —%:0.
S

, GM

@
S3

Im Scheitelpunkt erreicht das All seine gréite raumliche Ausdehnung, es friert aber nicht ein,
sondern zieht sich wieder zusammen. Der Umkehrpunkt ist charakterisiert durch minimale
kinetische bzw. Rotationsenergie und maximale potentielle Energie. Die Gravitation ist wie
die Zentrifugalkraft zum Erliegen gekommen, beide Krafte heben sich gegenseitig auf. Mithin
gilt

c GM
=—= bzw. ¢* =}, st =—0,
s

sR SR
wobei s, der maximale vierdimensionale Radius des Universums ist.

Zu Beginn seiner Expansion besitzt das Universum maximale Zentrifugalbeschleunigung bei
gleichzeitig hoher Rotationsgeschwindigkeit. Die Ausbreitung erfolgt radial nach aullen auf
einer lichtartigen Hyperflache, die sich in 3 Dimensionen als Sphére darstellen 1ait. Fir v=c
ergibt sich fir den Radius s, der Singularitat derselbe Wert wie flir maximale Ausdehnung:
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, ¢ GM M
Oy = =" ZU S0 ==
S0 SO

Weil aber in der Singularitat die Gravitation ausgeléscht ist, gilt s, =0. Tatsachlich entsteht

die Gravitation erst durch den Urknall, sie erreicht ihr Minimum bei maximaler Ausdehnung
des Raums und nimmt danach wieder zu. In der Nahe der Singularitat muf} die Gravitations-
kraft maximal sein, weil dort auch die Zentrifugalkraft ihr Maximum annimmt. Wir kénnen
also davon ausgehen, dal3 wahrend des Urknalls die gesamte Materie schlagartig in Strahlung
umgewandelt wird und in der Singularitat nur Strahlung in Form von potentieller Energie
vorhanden ist. Nur wenn die Materie vollstandig in Strahlung umgewandelt worden ist, kann
das All Lichtgeschwindigkeit annehmen. Durch die Entstehung der Materie wird die Ge-
schwindigkeit des Alls bis zum Erreichen des Umkehrpunkts abgebremst. Die abnehmende
kinetische Energie wird dabei fortlaufend in potentielle Energie umgewandelt, d.h. sie ver-
schwindet als dunkle Energie im reziproken Raum. Gravitationskraft und Zentrifugalkraft
halten sich aber in jedem Punkt auf der Orthodromen, sowohl wahrend der Ausdehnung als
auch der anschlieRenden Kontraktion, die Waage.

Nunmehr haben wir die richtige Erklarung, warum das Weltall kurz vor Erreichen der Singu-
laritat seine maximale Beschleunigung annimmt. Einer kosmologischen Konstante, um die
beschleunigte Expansion des Alls und damit die dunkle Energie zu erklaren, bedarf es nach
dieser Herleitung nicht mehr. Einstein nannte sie die gréRte Eselei seines Lebens.

Anhang
Die Ableitungen des metrischen Tensors stellen wir vorzugsweise in Matrixform dar, d.h.
durch

09;, 00, 09y,

OX OX OX
2x(g,,+1) 2xg,, —ct 2Xg
ag21 agZZ a923 1 ( " ) . °

= 2 2 2X921 —ct 2ngz 2nga +Y |
2X931 2ngz Ty 2X(933 _1)

oXx  Ox  ox | CHP-x*-y’-s
ag31 ag32 8933
OX OX OX

09y 09, 09y

o oy oy
2 +1) 2 2yg,, —ct
ag 21 agzz ag 23 1 y ( gll ) yng yglg

= 2Y9,, ZY(gzz _1) 2YQ,s +X |,

ay ay ay C2t2_x2_y2_82
o o9 o9 2yg,, —ct 2yg;, +X 2YQs,
3 32 33

@y oy oy
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09y 09, 09y,

aa; ) aagc t aagc t 1 2ctgy, 2ctgy, + X 2Ctgy; +y
acztl Gcztz aczts = e —xE—y?—g? 2ctg,; + X 2C'[(g22 —l) 2ctg.,,
09y 005 09 2019y, +Y 2ctgy, 2ct ( 933 _1)
oct oct  Oct

Fur die spatere Rechnung bendtigen wir noch die Relationen

2,2 2 2
c’t X ’
911+l:(32t2_xz—y2—82’ 92 ~1= Cztz—Xz—yz_SZ, % CZIZ_XZ_yZ—SZI

Um die Richtigkeit unserer Ergebnisse zu tiberpriifen, wollen wir sie noch einmal unabhéngig
anhand der Definition der Christoffel-Symbole

ryﬁ zll:gyl[agﬁl + agal +_agaﬂ]+ 972(agﬁ2 + agaz _ agaﬂ]_i_ 973{6gﬁ3 n 89(13 _ agaﬂ ]:l

2 ou, ouy ou, ou, ou, U, ou, du, du,

nachrechnen, wobei die Indizes nur die Werte 1=ct, 2=x und 3=y annehmen kénnen. Es
ergeben sich dabei folgende Koeffizienten:

rilZE 911%4_912(2%_%J+913 2%_% =— 22)(2+2y2 +282 ZC_E’

2|~ oact oct  ox oct oy Ct° —X"—-y"—=s"s
I :1_911 28921_6922 +9126922+913 28923_6922 __ c't’ —y* -5’ ct
o2 ox  oct ox x oy ct? —x?—y?—s? §*’
e A g[8 00, o000 00w ), w08 |___ct-x-8 o
2] dy act oy o dy it —x2—y?—s?s*’
Fizzi 911%4‘912 6922+913 6923+6913_ag12 =— Stx . 2C_§’

2| OX oct ot ox oy Ct —x"—y"—s°s
riazl 911%4-912 093, +6912 09y, +g® 093, S Sty _ 2C_§

217 oy oct oy OX oct | ctT-x"—y"—s"s
I = g Do B B | g O us O o

2| OX oy oct oy OX Ct"—X"—y" —s°s
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B 2 2, a2
re 1 gn%+gzz(2%_%]+ a0 Oyl __ XHy+sT X
2|~ oct oct  ox oct oy Ct"—X"—y —-s"s
FZ :1 921(2%_6922J+g 28922 g 5923_8922 - _ Cztz_yz_sz L’
o2 ox  oct ox x oy P —x* -y’ s’ s’
B 242 2 Q2
(e ) (e ), o] sy
2| oy oct oy OX oy Ct"—X"—y" —s"s
2 zl 921%4-922 09, + g% a923,4_6913_8912 _ Ctx X
] act ot ox oy ct?—x>—y?—s? %’
2 Lm0 200 80n 0], » 00| cty  x
2T oy act oy ox oct | ¢t -x*-y’-s’s”
2 :1_921 8931+6921_5923 4+ g2 09,, +g? 0033 __ Xy X
=2 ox oy  oct oy X cit?—x2—y?—s? s*’

rs :1_931%4_9 ( ag12 agll 8913 a911 X +yi+s° Yy
11 2 I 8Ct act X CZtZ _X2 yZ_Sg 321
re zl_gn(z%_agzzj 20922 923 6922 ctP -y’ -s* y
22 2_ ox act Cztz X2 yz 22’
=2 g7 2% B |, g2| p % B +9338933 =~ zCzZt_z_zX_z_zS_z s
2| oy oct oy  Ox oy Ct —x"—-y"—s°s
r =£_931%+ g32 095, +933 8923+8913 _6912 —= Ctx Yy
12 2_ ox act act ax ay Cztz_xz_yz_sz 2’
re 23_931%_,_ g32 09, +8912 _6913 +gss 8933_ _ cty y
o2l oy act oy X oct | ct?-x* -y’ -s’s*’
1[ (69, o9, oy 5 o9 X
ré == g Bay Ba Bz |, g gzz+933 ) — 2y : 212.
2| ox oy oct oy OX Ct —x"—-y°—s°s

Diese entsprechen damit genau denen, die wir oben berechnet haben. Damit ist die Richtigkeit
ihrer Herleitung validiert.
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