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Aufgabe: Berechnen Sie, innerhalb welcher Kriimmungen sich der Giberschaubare Bereich des
Ereignishorizonts eines sphérischen Universums andern kann.

Ldsung: In der sphérischen Trigonometrie gilt der Kosinussatz in folgender Form,

a b . a. b
COS— = COS — COS — +Sin —Sin—C0S ¥,
R R R

wobei R der Kugelradius ist, a, b und c die Winkel des Einheitskreises und y der Horizontwin-

kel. Fur kleine Winkel a,b,c < R bzw. R — o« kdnnen die Naherungen der Reihenentwick-
lungen

2 2 2
cosﬁzl—c—z, cosizl—a—z, cosgzl—b—2
R R R R R
und
.a_a _. b b
SIN—~=~—, SIN—~=—
R R

verwendet werden. Eingesetzt ergibt sich

a b2+a_2b_2+ab
R2 R> R’R®> RR

und bei Vernachlassigung von Gliedern vierter Ordnung

¢ _a b ab
R R R? RR

Nach Kirzung der Radien erhalten wir den Sinussatz der ebenen Trigonometrie,
c®=a’+b*—abcosy,

der fur rechtwinklige Dreiecke mit ¥ = /2 in den Satz des Pythagoras tibergeht:

c?=a’+b’

Nach dem Winkel aufgeldst ergibt die allgemeine Formel den Ausdruck

c a b
COS— —C0S — COS —
cosy = R

. a. b
sin—sin—
R

Copyright © 2026, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 1


https://www.manfredhiebl.de/
https://www.manfredhiebl.de/Mathematik/mathematikaufgaben.htm
https://www.manfredhiebl.de/impressum.htm
mailto:Manfred.Hiebl@t-online.de
https://www.manfredhiebl.de/guestbook125661onetwomax.pdf

Mathematikaufgabe 193

Ohne eine feste Beziehung zwischen a, b und c ist die Gleichung nicht I6sbar. Wir wéhlen daher
a=Db=c, was einem symmetrischen Horizontdreieck entspricht, und erhalten y als Funktion

von ¢ und R:

c c
1-cos— COS—
COSy =C0S— R _ R )
, C c
1-cos"— 1+cos—
R R

Setzen wir nun fiir ¢ die Plancklange 1, zur Planckzeit t, ein, ergibt sich ein zeitabhangiger
spharischer Radius von R(t) =1, +c(t—t,), wobei c nun die Lichtgeschwindigkeit angibt. Da-

bei ist R(t,) =1, der minimale Radius und
R(Ts)=lp+¢c(Tg —tp) =1, —ct, +cTg =R

der maximale Radius, der gleich dem Gravitationsradius R, =cT; zum Endzeitpunkt T, ist,

uber den hinaus keine Zeit existiert. Diese Zeit entspricht dem maximal erreichbaren Alter des
Universums. Setzen wir den zeitabhangigen Radius des Weltalls in die Bestimmungsgleichung
fur den Uberschaubaren Winkelbereich des Ereignishorizonts ein, ergibt sich folgende Abhén-
gigkeit:

I I
cos—P coS P

R(t I +clt=t.)

(1) = arccos— R _greges e +C(ite)
I

1+cos 7 1+cos— P

R(t) l, +c(t—t,)

Bei minimaler Raumausdehnung entspricht dies

|
cos-*~

- 0,54030231 .
y (t,) = arccos ——2— = ACC0S ) o ooar = 69
Lt cos' 1,54030231

I

Bei maximaler Raumausdehnung erhalten wir den Wert fir ein vollkommen flaches Univer-
sums von

cos o 1
y (Tg ) = arccos————S—arccos 5= 60°.

1+ cos—-
G

Wenn der Raum bei der Plancklédnge beginnt und sich ausdehnt, wird die Geometrie immer
flacher. Flachheit bedeutet einfach, dass der Raumradius sehr grof3 geworden ist. In unserem
Fall kann die Raumausdehnung den Gravitationsradius nicht tiberschreiten, es kann nicht noch
flacher werden als im euklidischen Fall. Das setzt der Ausdehnung naturliche Grenzen.
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Im Grenzfall maximaler Krimmung bei kleinstem Radius ist R, =R(t, ) =1, und

K :%: 6,19x10* m™.

max
P
Dazu gehort der groBere Winkel y,... = 69,5°. Im anderen Grenzfall eines vollkommen flachen
Universums ist die minimal erreichbare Krummung K, ~0. Das entspricht dem kleineren
Winkel von y,.., = 60°. Darlber und darunter ist das Modell nicht definiert.
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