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Aufgabe: Beweisen Sie, dal} bei der Entstehung eines Tochter-Universums Energie und Dreh-
impuls erhalten bleiben und nur unter dieser Bedingung ein Urknall méglich ist.

Beweis: Energie- und Drehimpulserhaltung gelten nur in einem abgeschlossenen System. For-
dert man also, dal die Erhaltungssétze auch im Universum gelten sollen, dann muf dieses ein
abgeschlossenes System sein, etwa ein rotierendes Schwarzes Loch. Wirde das Universum
nicht rotieren, dann gébe es keinen Drehimpuls und damit auch kein Tochter-Universum, da
nichts das Schwarze Loch verlassen kann. Das Tocher-Universum ist zundchst winzig und hat
nach Hawking eine extrem hohe Temperatur, die aber rasch abnimmt, wobei sich das VVolumen
entsprechend ausdehnt. Durch die fehlende Masse zieht sich das Mutter-Universum zusammen
und erwérmt sich dabei. Da die Energielibertragung nur im Berthrungspunkt stattfinden kann,
zieht ein heiBes Schwarzes Loch viel Masse aus dem Mutter-Universum heraus, womit der
Temperaturausgleich nach endlicher Zeit fir zwei gleich groRe Universen sorgt. Damit ist das
Tochter-Universum erwachsen geworden. Da es eine exakte Gleichheit aber aufgrund der un-
terschiedlichen Beschleunigungen nicht gibt, sorgt der ndchste Massentransfer daftr, dal sich
die energetischen Verhaltnisse wie bisher fortsetzen. Das Tochter-Universum wachst weiter
und wird dadurch noch kalter, wahrend das Mutter-Universum noch mehr an Masse verliert
und immer heiRer wird. Trotzdem bleiben beide auf gleicher Distanz, weil sich Zentrifugalkraft
und Gravitation zu jedem Zeitpunkt die Waage halten. Strahlungsverluste nach auRen kdnnen
nicht auftreten, weil es kein Aufien gibt. Auf Massen, die durch Hawking-Strahlung in das
Schwarze Loch hineinfallen, wirken keine &ul3eren Krafte, da das Innere einer Sphére kraftefrei
ist.

Sei also m die Masse der Sphére und p der Abstand eines Massenelements dm von der Dreh-
achse. Dann ist das Tragheitsmoment um die z-Achse gegeben durch

| = Jpzdm = GJ.psz,

wobei dA=R*sinddAd¢ das spharische Flachenelementund o die Oberflachendichte im Ab-

stand R vom Gravitationszentrum ist. Bei festem Abstand ist o konstant und kann vor das
Integralzeichen gezogen werden. Die Zylinderkoordinate p ist somit gegeben durch den Sinus

des Polarwinkels 6. Mit p =Rsin@ lautet unser Oberflachenintegral:
n 2r Vg
| = aR“jsinSQdQI do = sz“jsin?’ede.
0 0 0

Der Radius darf vor das Integralzeichen gezogen werden, da tber ihn nicht integriert wird.
Integrale wie

] 1
Ism3 xdx=—cosx+§cos3x+c

findet man in jeder Formelsammlung. Damit ergibt sich ein Tragheitsmoment von
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| =27oR* [—cos@ +%cos3 0} =27noR? (—cos;r +%cos3 7r+c030—%cos3 Oj

0

=2noR? 1—l+1—1 :S—EGRA'.
3 3 3

Da o per Definition definiert ist durch

m

o=——0,
47 R?

ist das Tragheitsmoment der Sphare bei Rotation um ihre eigene Achse gegeben durch

1287 M R Zmge
3 4R’ 3

Der Eigendrehimpuls L = 1w ergibt sich einfach durch Multiplikation des Tragheitsmoments
mit der Kreisfrequenz ®, mit der sich die Masse um die eigene Achse in einem raumfesten

Koordinatensystem dreht:
L= 2 mR%w.
3

Betrachten wir nun zwei solcher Sphéaren mit den Massen m, und m, sowie den Radien R, und

R,, dann sind die Gesamtdrehimpulse der Einzelmassen gegeben durch
_ 2 2 2 _ 2 2 2
L =mpn a)+§m1R1a)1 bzw. Lz_mzrza)+§m2R2a)2,

wobei der erste Term den Drehimpuls einer Punktmasse im Abstand r, vom Schwerpunkt an-

gibt und der zweite den Drehimpuls um die eigene Achse. Der Gesamtdrehimpuls des Zwei-
Korper-Systems lautet damit:

L= (mlrl2 + mzrzz)co+§mlRfcol +§m2R22a)2,

woraus folgt, dal? die Punktmassen auf ihrer Kreisbahn mit der gleichen Frequenz o rotieren.
Die Rotation um die eigene Achse erfolgt mit den Kreisfrequenzen @, und w,. Obwohl die

Massenverteilung dieselbe ist, wird der Bahndrehimpuls wie eine Punktmasse behandelt, bei
der der Abstand vom Schwerpunkt dem Abstand zum Massenmittelpunkt gleichgesetzt werden
kann. Der Eigendrehimpuls wird hingegen anders berechnet, weil die Rotation um die eigene
Achse die gesamte innere Massenverteilung einbezieht.

Aus der Definition des Schwerpunkts

- m,r, +m, (-r,)
m+m,
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den wir gleich null setzen, folgt m;r, =m,r,. Ferner sollen die Abstande der Massen vom

Schwerpunkt in der Summe den Schwarzschildradius ergeben, so dass die Sphéren nicht iber-
lappen kénnen: r, +r1, = Ry; denn sobald sie Gberlappen, verschmelzen sie. Eine stabile Kreis-

bahn ist nur moglich, wenn sich Gravitations- und Zentrifugalkraft das Gleichgewicht halten:

Gmm, m,? Gm
———2+—=2—=0 bzw. r+r,=r=—>==R;.
r r C

Mittels dieser Bedingungen kdénnen wir die Variablen trennen:
mr=m,(Ry—1r)=mRs—m,r, bzw. (m+m,)r,=m,R;.
Mit m +m, =M st

m m
G:VZRS und FZ=M1R5-

Eliminieren wir damit die Abstdnde im Drehimpuls, folgt

2 2
L:liml(%st +m, (%st }wjtgmlRfcoﬁ%mszwz

_mm, my+m o,
M M s
_mm,
M

) +§mlRlzcol +§m2 Riw,
2 2 2 2 2
oRg +§mlR1 , +§m2R2co2.

Die beiden Spharen seien nun Schwarze Locher, deren Massen sich wie die Radien verhalten:

Substituieren wir in der Formel

L :%ng +§mla)1Rf +§mzsz§

die Radien durch den Schwarzschildradius mittels der Beziehungen

R_R_R 4h R+R =R,
m m, M

ist eine Flucht aus dem Universum nicht mehr méglich. Der Drehimpuls unseres Zweikorper-
systems enthélt damit zwei kubische Terme:
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|

m m,
M M

2

3

m 3
a)l(ﬁlj +a)2(

3
My
3

|

MR?

2 MR2.

m ’ m ’
o) ()

3m m,
——— 0+
2M M 3

Ein Kosmos aus zwei Schwarzen Lochern besitzt aufgrund der Massenerhaltung am Anfang
seines Lebens wegen m; =M bzw. m, =0 und am Ende wegen m, =0 bzw. m, =M nur Ei-

gendrehimpuls:

L =§a)1MR52 =§a)2MRSZ.

Daraus folgt o, = @,. In der Mitte des Lebens, d.h. bei gleichen Massen m, =m, =M /2, muR

der Drehimpuls genauso groR sein wie zu Beginn oder am Schluf3:

3Imm, o (mljs (mzja 2 )
== I +| — _a)lMRS
2M M o, |\M M) |[3
2 3 3
— E[lj 2+ (Ej +(1) Ea)lMRSZ: §£+1 Ea)ll\/lez.
2\2) o 2 2 3 420, 4)3

Aus der Konstanz des Drehimpulses schlieRen wir aufgrund der Abwesenheit dulRerer Kréfte
durch Gleichsetzen,

2 2
2 §a)ll\/le =§a)1|v|R§,

daR sich die beiden Sphéren mit der reduzierten Masse u und doppelter Frequenz @ = 2w, um

ihren gemeinsamen Schwerpunkt drehen mussen:

b )G

M M
Dabei haben wir noch die Lichtgeschwindigkeit durch ¢ =R, substituiert. Ersetzen wir in

%RSMC:ERSMC.

m,
M

diesem Ausdruck die Massen aufgrund der Massenerhaltung durch m; =m und m, =M —m,
ergibt sich der finale Drehimpuls zu

3 3
SR
M M M M
An ihm erkennt man, dal® wenn einer der beiden Eigendrehimpulse maximal wird, der andere
gleich null ist und der Bahndrehimpuls ebenfalls. Das sieht man ganz deutlich auch in Abb. 1.

ERSMC.
3
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Normierte Drehimpulse: L;/L und Ly/L

——L;/L (Bahn)
091 Ly/L (Eigen)
® Beruehrpunkt| |

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 1. Drehimpulse eines Mutter-Tochter-Universums nach Bahn- und Eigendrehimpulsen getrennt

Wir konnen die kubischen Terme im letzten Ausdruck mit Hilfe der binomischen Formel
X°+(1- x)3 =1-3x+3x?

auf eine Summe zweier Parabeln zurickfihren:
m m ? m m ? 2 2
L=3—-3|— | +1-3—+3| — | |=R;Mc=—=R;Mc.
M M M M 3 3

Dabei ist

Lz%RSMC

der Gesamtdrehimpuls einer noch groReren Sphére, welche das Tochteruniversum vollstandig
einschlieBt und diesem keine Fluchtmdglichkeit bietet. Substituieren wir x =m/M, ergibt sich

unser Drehimpuls als Summe zweier sich tberlagernder Drehimpulse, dem Bahndrehimpuls
L (x)=(3x=3x*)L

und dem aus Erhaltungsgriinden komplementaren Eigendrehimpuls
L, (X) =1- L, (x) = (1-3x+3x* ) L,

so daf

L(x)=L,+L, =3x(1-x)L+(1-3x(1-x))L.
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Jedes Teiluniversum rotiert mit Lichtgeschwindigkeit, daher rotiert der Bahndrehimpuls des
Doppeluniversums mathematisch mit doppelter Lichtgeschwindigkeit,

C C
a):a)1+a)2:R—+R—:—,

die sich jedoch auf beide Universen aufteilt. Wir kénnen unsere Ausgangsgleichung
2 2 2 2 2 2
L =(mtZ +myr; )a)+§m1R1 o +5mRe,
auch nach Gesamtdrehimpulsen der Einzelmassen aufteilen, ohne dal wir sie zusammenfassen,
2 2 2 2 2 2
L =mr a)+§m1R1 o, bzw. L,=m,r, a)+§m2R2a)2,
und mittels der Beziehungen
r :%RS und T, :%RS.
bzw.
R, :%Rs und R, :%RS

auf folgende Art zerlegen:

2 3
g:%(%} MR§w+§(%) MRZa,,

2 3
L="e( M) MR2+ 2 M| MRZw,.
M (M 3\ M

Mit den Ergebnissen aus dieser Gesamtbetrachtung vereinfachen sich diese Terme zu
m (m Y (m)\ |2
L=[32 2| +| 2] |[=RMc,
MM M) |3
m 2 (m)\ |2
L=|3Xe (M) M) 120 \e,
MM M 3
In relativen Masseneinheiten ergibt sich

Ll(x):(3x(1—x)2 +x3)L:(3x—6x2 +4x°) L,

Ly (X) = (3(1- X)X + (1~ %)" )L = (1-3x-+ 6x* =4 ) L =1~ L (x).

Diese Funktionen sind in Abb. 2 dargestellt und grundlegend von denen in Abb. 1 verschieden.
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Ly(m/M)
Ly(m/M)

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 2. Drehimpulse eines Mutter-Tochter-Universums nach den jeweiligen Einzeldrehimpulsen getrennt

Die Drehimpulse kénnen sich gegenseitig nur dann ausléschen, wenn es ein entsprechendes
Antiuniversum gibt, das ganz aus Antimaterie besteht, mit einem genau entgegengesetzten
Drehimpuls, so daf3 sich beide in der Summe aufheben. Es muR also gelten:

L (x)=-L(x) und L,(x)=-L,(x).

Alle vier Drehimpulse sind in Abb. 3 dargestellt und addieren sich zu null.

L/Ls
0.8 Ly/Ly J

04r .

02r 4

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 3. Drehimpulse eines Doppeluniversums aus Materie und Antimaterie
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Es gibt aber zwei ausgezeichnete Punkte bei x=0 und x =1, an denen es nur zwei gleich grofie

Massen sprich Schwarzschildradien gibt, wo die beiden Schwarzen Ldocher direkten Kontakt
miteinander bekommen und periodisch einen Urknall ausldsen kdnnen. Wann immer es vier
Universen gibt, kann das nicht geschehen, weil alle vier Radien kleiner sind als der Schwarz-
schildradius des Universums und die Massen sich daher nicht annihilieren konnen. Die Entste-
hung eines Tochteruniversums ist also eine logische Konsequenz des Urknalls, denn wenn es
keine Tochteruniversen gébe, bliebe es bei nur zwei Radien, die stets miteinander Kontakt hat-
ten und sich daher sofort annihilieren wirden. Wir zeigen im Anschluf3 noch, daf3 es sich mit
den Energien genauso verhélt wie mit den Drehimpulsen.

Die Rotationsenergie eines Mutter-Tochter-Universums berechnet sich analog zum Drehimpuls
aus dem Tragheitsmoment | und der Rotationskreisfrequenz @ gemal der Relation

T:lla)z.
2

Die Rotationsenergie der Bahnbewegung um den Schwerpunkt erhalten wir mit dem Trégkeits-
moment einer Punktmasse als Summe zweier Beitrage,

1 1
T, = > mr’o® + B m,r o,

und die Rotationsenergie der Eigendrehung mit dem Trégheitsmoment einer Sphére zu

T =1|w2 =33mRZa>2 :lmszz.
2 23

Die kinetische Energie T unseres Mutter-Tochter-Universums setzt sich also zusammen aus den
drei Beitragen

1 1 1 1

T, = Emlrfa)z +Em2r22co2, T, = émlRfa)f, T,= émszzcozz.

Damit haben wir folgende kinetische Energie:
N B 1 2 2 2 1 2.2 1 2 2

T=T,+T,+T, _E(mlr1 +m,r} o +§mlR1601 +§m2R2co2.

Eliminieren wir wieder die relativen Abstande mittels der Beziehungen
m m
rl:VZRS, r, :VlRS :

erhalten wir eine Bahnenergie von

2 2
Ty :lml ﬂRs COZ"'imz ﬂRs o8 :EmeZRS :EmszSZ'
2 M 2 M 2 M M 2 M
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Mit den Radien

m
Ri=rR Re=ZR

ergibt sich die die gesamte kinetische Energie zu

Imm 1 m ? 1 m ?
:E#O)ZRSZ‘Fgml(MlRSj 6012+§m2(V2R5J 0)22
3 3
_1lmm, coZRer1 M) w2 M2 2 [vR2,
2 M *3llm) (MmO °

Wegen o, =, und o =o, + o, gilt

refen (R () e

und mit der potentiellen Energie

Gmm, mm,
Rs M

2

V =FR, =

c

ist die Gesamtenergie gegeben durch
mlmz 1 ml ’ mZ ’ 2 m1m2 2
E=T+V=92—="A+—| —| +| —= Mc® —-——=c
M 3\ M M M
mm, mm, 1 mljs (mz : )
= 2—2——2+— e +| — MC
M M 3|\ M M
mm, (mljg (mzja 1.,
=|3—=F+| — | +| = | |ZMc".
M M M) (3
Setzen wir m, =m und m, =M —m, ergibt sich
m m m ) mY |1 )
E=|3—|1-— |+| — | +|1-—| |=Mc".
M M M M) |3

Mit der binomischen Relation x* +(1-x)’ =1-3x+3x* folgt

2 2
E= 32—3(ﬂj + 1—3ﬂ+3(ﬂ] Lve? =L wvee.
M M M oUM ) |3 3
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Wenn sich also eine rotierende Sphére in zwei Sphéren aufteilt, dann &ndert sich bzgl. Energie-
und Drehimpulserhaltung am Gesamtsystem nichts. Der Zustand ist daher gebunden, weil die
Gesamtenergie kleiner ist als die Energie der freien Bestandteile. Abb. 4 &hnelt daher vollkom-
men Abb. 1.

Normierte Energien: E;/F und F,/FE

—— F; (Bahn)
091 E, (Eigen)
® Beruehrpunkt| |

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

m/M

Abbildung 4. Energien eines Mutter-Tochter-Universums nach Bahn- und Eigenrotationsenergien getrennt

Man darf nun nicht dem Fehler verfallen und meinen, da man die Radien von Mutter- und
Tochter-Universum einfach linear addieren darf, um so den Schwarzschildradius zu erreichen.
In einem Universum, das in der Zeit zurlicklauft und sich zusammenzieht, anstatt sich auszu-
dehnen, gelten andere Uberlegungen. Erst, wenn die Zeit t, =—t, die Zeit t, =T erreicht hat,

folgt aus t, +t, =T, durch Einsetzen t, +(-T; ) =T, ein Vorricken der Zeit auf t, = 2T;. Das

hin- und das ricklaufige Universum konnen also niemals miteinander zusammenstof3en, weil
eine positive Zeit niemals mit einer negativen ,kollidieren“ kann. Beide Universen befinden
sich raumzeitlich an zwei getrennten Punkten. Nur bei t, =t, =0 ist eine Kollision mdglich, die

wie gesagt den Urknall auslést, denn nur zu diesem Zeitpunkt kdnnen Materie und Antimaterie
aufeinandertreffen, und dieser Vorgang wiederholt sich periodisch nach jeder abgelaufenen
Weltzeit T

ged
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