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Aufgabe: Zeigen Sie, daB jede pythagoraische GrélRe eine komplex-konjugierte Darstellung
besitzt und geben Sie einige Beispiele.

Definition: Eine GroRe ¢ heilit pythagoraisch, wenn sie eine Darstellung der Form ¢ = a® +b?
besitzt.

Beweis: Wir ersetzen das Pluszeichen durch die imaginare Einheit i* = —1 und kdnnen den Satz
des Pythagoras damit wie folgt schreiben:

¢’ =a’-i’h* =(a+ib)(a-ib).

Folglich ist c=a+ib komplex und die komplex-konjugierte GroRe lautet ¢c* =a—ib. Daraus
folgt
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Beispiel 1: Der Einheitskreis ist pythagoraisch, denn

1=cos® x+sin’ x = (cosx +isinx)(cosx—isin x) =e"e

Beispiel 2: Der Vierervektor der Speziellen Relativitatstheorie ist nicht pythagoraisch, sondern
minkowskisch, und damit kein Vierervektor.

Definition: Eine GroRe a heit minkowskisch, wenn sie eine Darstellung der Form
a’=c’-b’=(c+b)(c—b)
besitzt. Dabei ist c+b die kontravariante Darstellung von a und c—b die kovariante.

Beweis: Ersetzen wir das Minuszeichen durch die imaginare Einheit i* = -1, erhalten wir den
Ausdruck a® =c”+i’b?, der sich nicht in zwei Linearfaktoren aufspalten la8t. Die GroRe a
kann also nicht pythagoréisch sein, denn

a?=c?+i’h? = (c+ib)* - 2icb = (c +ib)(c—ib+2ib) - 2ich
=(c+ib)(c—ib)—2b* = (c+ib)(c—ib).

Setzen wir a=s,, c=ct und b=vt, dann ist
S¢ =C’t% +i°Vvt? =c’t® —v*t® = (ct+vt)(ct —vt) = (ct +ivt)(ct —ivt)
nicht pythagoraisch
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Die Einsteinsche Notation s, = ct+ivt ist im Grunde nicht zuléssig. Hingegen ist s =s, +ivt
ein Vierervektor.

Beweis: Sei s® =c’t’ =s? +r® pythagordisch und r =./x’ + x> + %2 ein Dreiervektor, wobei
S, = Ct, = X, die vierte Dimension des Raums ist. Dann ist

SP=s It =X X X X
das Quadrat eines Vierervektors mit komplex-konjugierter Darstellung,

2 2 2 2

s? =55 +r2 =585 —i’r’ = (s, +ir)(s, —ir),

d.h. es gilt s=s, +ivt. Damit ist der Weg zwar immer noch vierdimensional, aber nicht der

Eigenweg s,, wie Einstein es gern gesehen hatte, denn dieser ist leider nur eindimensional
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