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Aufgabe: Zeigen Sie mit Hilfe der Diracschen Delta-Funktion und der Heisenbergschen Un-
schérferelation, dafl das All aus zwei Singularitdten besteht und notwendig in einer enden und
in der anderen wieder beginnen muB.

Losung: Zusammen mit dem Massen- und dem Impulserhaltungssatz besagen die relativisti-
schen Beziehungen zwischen Energie und Masse einerseits und zwischen Energie und Impuls
andererseits, da3 die nachfolgend definierten Integrale

e 1 R VA (Y

auch in der Singularitdt gelten miissen, womit eine Vereinheitlichung von Licht und Materie
sinnvoll erscheint. Darin sind p(?) und p, (13) die Verteilungen der Dichte und des Impulses

im Universum, E seine Energie und c¢ die Lichtgeschwindigkeit. Die Dichten gehorchen wie so
oft einer Normalverteilung um den Erwartungswert Null, d.h.

p(F)=ms(F) wd p,(5)=ps(p).

wobei die Integrale iiber diese Dichten auf Eins normiert sind:
[o@F)r=1 baw. [s(p)’p=1.

Dabei kann die GauB3verteilung durch eine dreidimensionale Delta-Funktion

2
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x y 22

o (;7 ) = —1 e_geig)z’e_g

3
V2r 0.0,0,

ausgedriickt werden, die sich wegen der Unabhédngigkeit der Variablen als Produkt aus drei
eindimensionalen Delta-Funktionen

1 T20?

5(x)= T2no e

usw. schreiben 14Bt. Da zudem die Mittelwerte wegen <x> = < y> = <Z> =0 identisch verschwin-

den, sind die Standardabweichungen durch die Wurzeln der quadratischen Mittelwerte gege-

Gx:\/@, ay:\/@ﬂ O'ZZ\/@.

Analog definieren wir auch fiir den Impuls eine GauB3verteilung
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Physikaufgabe 54

wobei wegen (p, ) = < p y> =(p.)=0 auch hier bei maximaler Ausdehnung des Alls' gilt:

Gemil den Heisenbergschen Unschérferelationen

| =+

h h
AAp, ==, AyAp, ==, AzAp, =
P, =0, Ahp, = P =2

kann der Ort niemals als scharf angesehen werden, ohne dal3 sich dabei der Impuls verbreitert;
also konnen wir in der Ndhe der Singularitit

setzen. Das folgt direkt aus der Impulsunschérfe

Ap, =\(p})=(p.) =(p})=0,,
und der Ortsunschérfe
Ax* = <x2> —<x>2 = <x2> =x".

Wir transformieren nachfolgend die Delta-Funktion in den Impulsraum. Bezeichne etwa 7 ei-
nen Punkt auf dem ,,Rand* des Universums?, d.h. fiir v=c¢, so gilt

J. p(l7 )d V= —53: o j”e;"fe_;‘z'e;'fdxdydz
:0,0,

- \ﬁ ml[] e_ge_;rﬁ e 2;6 4 2; ¢ 2;
2@V py (2272
m 2x2y2z I” thp zﬁth e zzth dp.dp dp..

,/ hohoh

Setzen wir die Unschérferelationen

2

1 Also unmittelbar vor dem Urknall
2 Wobei wir eigentlich vierdimensional rechnen miiRten
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h h h
X=——, y=7—, Z="—"
20,, 20,, 20,
ein, so folgt
p: Pf 5
'[ p(7)d’r = ” J.”e g 2hr g 200 dp.dp dp.

\/272’36 o o

pPX " P,y T Pz

bzw. die Delta-Funktion in Impulsdarstellung im Impulsraum

1 S P Py 5D
5(5) = AR

\/27r3<7 o)

p,x = p,y - p.z

wobei sich herausstellt, dafl die in den reziproken Raum transformierte Delta-Funktion nichts
anderes ist als das Produkt

8(p)=5(p.)o\p, J5(p.)

Daher kann die Delta-Funktion in Impulsdarstellung im Ortsraum mit Hilfe der Unschérferela-
tionen auch geschrieben werden als

3 2x? 2y? 222
- 2 Xyz Pl ah Toapl
5(p)=,= “He e e .
V4

h3

) 2xp?
p)= 2 Ee v
T h

iiber den Impulsraum integriert ist die Delta-Funktion dort ebenfalls auf Eins normiert:

w  2x'pl

Tf?(px Jp, = \/% % fe " dp =1

Umgekehrt gilt das freilich auch fiir den Impuls. Geméf den Heisenbergschen Unschérferela-
tionen kann auch der Impuls niemals als scharf angesehen werden, ohne daf3 sich der Ort dabei
verbreitert; also konnen wir in der Ndhe der Impuls-Singularitit

setzen. Das folgt direkt aus der Impulsunschérfe

Ap2=(p2)~(p.) =(p2)="r
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und der Ortsunschérfe

av= (@)= = (<) =o.

Aus Symmetriegriinden transformieren wir die Delta-Funktion in Impulsdarstellung aus dem
Impulsraum in den Ortsraum. Bezeichne etwa p einen Punkt auf dem ,,Impulsrand* des Uni-

versums, d.h. fiir v=0, so gilt

P ry p:
[p,(B)d’p= N = [[[e e e = dp,dp,dp.
T O, O, O

P.X— P,y P,z

P

3 P r; :

ek enrs
2p)x 2p, Py (2p.)2
p 2p.2p, 2p, J‘“‘e w2 o 2 gydydz,

T L h hh

Setzen wir die Unschérferelationen

ein, so folgt daraus

—\/ﬂsi - J‘”e_geigfe_gdxdydz

x7y~z

[p,(P)d’p=

bzw. die Deltafunktion in Ortsdarstellung im Ortsraum

=
V27 00,0,

Diese kann in Ortsdarstellung im Impulsraum mit Hilfe der Unschérferelationen auch geschrie-
ben werden als

3 2p% , 2p§ » 2pl

— 2 p p p 2Xx 2 Y 2 ¢

S(F)=,7 e e e n
T n’

Fiir das Folgende reicht es, die Grenziibergédnge jeweils nur in einer Dimension zu zeigen. Da-
bei zeigt es sich, dal der Raum zwei Singularititen aufweist, eine fiir die Raumzeit und eine
zweite flir die Impulsenergie, je nachdem, ob wir die Ortsdarstellung oder die Impulsdarstellung
wihlen. Da der Raum einen Drehimpuls besitzt, stellt er ein sogenanntes beschleunigtes Be-
zugssystem dar, in dem wegen der Drehimpulserhaltung auch die Heisenbergschen Unschérfe-
relationen fiir Ort und Impuls gelten miissen. Die Normalverteilungen von Ort und Impuls

Copyright © 2016, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 4



Physikaufgabe 54

schwanken zwischen einer Delta-Funktion bei minimaler Entropie und einer Gleichverteilung
im Falle maximaler Entropie. Bei minimaler Entropie werden die Standardabweichungen sehr
klein, obwohl die jeweiligen Kehrwerte aufgrund der Heisenbergschen Unschérferelationen
dennoch nicht unendlich werden kénnen. Umgekehrt konnen die Standardabweichungen eben-
falls nicht unendlich werden, weil der Raum eine endliche Ausdehnung besitzt. Die Gaul3ver-
teilung stellt daher nur eine Naherungsldsung dar, weil unendliche Werte niemals angenommen
werden konnen. Die Gleichverteilung hat also immer noch eine nichtverschwindende
Amplitude, und sei sie auch noch so klein. Weil aber die GauBverteilung nur einen geringen
Fehler macht, wollen wir sie dennoch verwenden.

Der Grenzwert der Deltafunktion in Ortsdarstellung in der Singularitit des Ortsraums

%2
2
20

=

1 1
im =——lim —
ax—>05(x) 27 00 o, €

ist dquivalent mit dem Grenzwert der Deltafunktion in Ortsdarstellung im Unendlichen des Im-
pulsraums

> _2x’p}
fim 5(x)=\/:lim Prpgw —oo
Py T p>® h

und entspricht der dichtesten Massekonzentration und damit minimaler Entropie im Ortsraum
kurz nach dem Urknall.

Der Grenzwert der Deltafunktion in Ortsdarstellung im Unendlichen des Ortsraums

ist dquivalent mit dem Grenzwert der Deltafunktion in Ortsdarstellung in der Singularitit des
Impulsraums

lim 5(x)=,|= tim L=e =0

p—0 T re—0 h

und entspricht einer gleichverteilten Masse geringster Dichte und damit maximaler Entropie im
Ortsraum kurz vor dem Urknall.

Der Grenzwert der Deltafunktion in Impulsdarstellung in der Singularitdt des Impulsraums

P

. S T
Gﬁoa(px)—malﬁo%xe s

ist dquivalent mit dem Grenzwert der Deltafunktion in Impulsdarstellung im Unendlichen des
Ortsraums
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und entspricht der Deltaverteilung des Impulses und damit minimaler Entropie im Impulsraum
kurz vor dem Urknall.

Auch der Grenzwert der Deltafunktion in Impulsdarstellung im Unendlichen des Impulsraums

p:

. I
Jim S(p,)=—— lim ——e " =0

ist dquivalent mit dem Grenzwert der Deltafunktion in Impulsdarstellung in der Singularitit des
Ortsraums

prxz
2

lim 5(p,)=.|“lm>e " =0

x—0 7T x>0 h

und entspricht der Gleichverteilung des Impulses und damit maximaler Entropie im Impuls-
raum kurz nach dem Urknall.

Wenn also die Entropie im Ortsraum kurz nach dem Urknall ein Minimum annimmt, erreicht
sie im Impulsraum ein Maximum. Die Entropien beider Rdume addieren sich nach dem Ener-
gieerhaltungssatz zur konstanten Gesamtenergie. Wenn umgekehrt kurz vor dem Urknall die
Masse im Ortsraum gleichverteilt, die Dichte minimal und damit die Entropie maximal ist, ist
die Entropie im reziproken Impulsraum minimal.

In der Singularitit im Ortsraum hat & (F ) in der Ortsdarstellung die Form einer Absorptions-
kurve, was wegen der Proportionalitédt zur Dichte auch fiir die kinetische Energie gilt, wahrend
o (;7 ) im Impulsraum und damit die potentielle Energie die Form einer Dispersionskurve besitzt.
Das erkennt man anhand der Ortsdarstellung von &(7) im Impulsraum an der Proportionalitit
zu p,, p, und p_. Umgekehrt hat & (;3) in der Singularitit im Impulsraum in der Impulsdar-
stellung die Form einer Absorptionskurve, also wegen der Proportionalitit zum Impuls auch
die potentielle Energie, wihrend o (ﬁ) in der Impulsdarstellung im Ortsraum die Form einer

Dispersionskurve besitzt. Das erkennt man an der Proportionalitdt zu x, y und z.

Wihrend sich das All ausdehnt, unterliegen beide Dichten einer gewohnlichen dreidimensio-
nalen® Normalverteilung, die Delta-Funktion zerfillt sozusagen beim Urknall. Bei ,,unendli-
cher” Ausdehnung des Raums, d.h. fiir o, = o usw., geht die kinetische Energie gegen Null,
da die Dichte sehr niedrig, die Masse praktisch verschwunden und der Raum sehr grof3 gewor-
den ist. Ebenso wird auch die Delta-Funktion &(7) zu einer konstanten, wenn auch niedrigen

Gleichverteilung. Im reziproken Raum hingegen baut sich die potentielle Energie zu einer

3 Eigentlich vierdimensionalen
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Delta-Funktion auf, weil dort der reziproke Raum sehr klein wird. Folglich muf} es allein auf-
grund der Tatsache, daB kinetische Energie in potentielle umgewandelt wird,* nach Erreichen
der Lichtgeschwindigkeit zu einem weiteren Urknall kommen. Nach dem Warmetod im Orts-
raum, nachdem alle Wérme in Arbeit umgewandelt wurde, erfolgt in der Singularitdt naturge-
mal eine Entropieumkehr, bei der kinetische Energie bzw. Wiarme entsteht, was als ausrei-
chende Ursache fiir die nun folgende neue Expansion angesehen werden kann. Weil das neue
Universum aus dem reziproken Raum heraus entsteht, hat es unmittelbar nach seiner Entste-
hung auch die groBte Entropie und die hochste Temperatur bzw. Warme, aber noch keine Arbeit
verrichtet. Wahrend das All ,,arbeitet™ und expandiert, kiihlt es sich ab, es entstehen in der Kilte
des Raums hochgeordnete Strukturen. Die sinkende Entropie wird dabei als unverbrauchte
Energie im reziproken Raum angereichert, wie das ebenfalls bei einem Schwarzen Loch der
Fall ist. Ist alle kinetische Energie in der Raumzeit von der Singularitdt verschluckt, ist die
potentielle im reziproken Raum maximal; er kollabiert, weil die Entropie in einem relativisti-
schen System stets bestrebt ist abzunehmen und die Natur keine Spriinge bzw. Unstetigkeiten
duldet. Da der reziproke Raum aus Energie und Impuls besteht, wihrend die Raumzeit dann
leer ist und keine Entropie bzw. Warme mehr besitzt, muf3 unter dem Druck von Energie und
Impuls eine vollstéindige Konvertierung in unverbrauchte Entropie’ erfolgen, damit die Zeit
erneut zu laufen beginnen und der Raum sich wieder ausdehnen kann. Der achtdimensionale
Raum besitzt also aufgrund der Gravitation zwei Singularitéten, eine fiir die Masse bzw. die
kinetische Energie und eine zweite flir den Impuls bzw. die potentielle Energie des Lichts oder,
umfassender noch, die elektromagnetische Strahlung.

4 Warum und wieso muR nicht gekldrt werden, weil das hach dem Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik nicht
anders sein kann.

5> Bei extrem hohen Temperaturen und einer Gleichverteilung der frisch entstanden Materie wie in einem idea-
len Gas
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