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Aufgabe: Zeigen Sie, dal? sich das Modell der reduzierten Weglange von der Atmosphéare auf
das Universum Ubertragen laft.

Losung: Betrachten wir das Universum aus zwei Kugelschalen bestehend, einer inneren Voll-
kugel mit Durchmesser D, dem einzigen zentralen Schwarzen Loch, das es geben soll und in
dem sich die gesamte ,,dunkle” Materie konzentriert, und einer &duBleren Kugelschale vom
Durchmesser H, in der sich die iibrige sichtbare (,,helle”) Materie befindet. Sei | der Weg eines
Lichtstrahls von der Oberflache des Schwarzen Lochs zum Rande des Universums, welches wir
fur T =0 als Hohlraumstrahler mit dQ =dS =0 ansehen wollen. Der Winkel £, den eine be-
liebige Flachennormale des Schwarzen Lochs mit dem gekrimmten Raum einschlief3t, entspre-
che dem Zenitwinkel £ der Atmosphére. Ferner sei R der Radius des Schwarzen Lochs, d.h.
der Ereignishorizont, und der Radius des sichtbaren Alls entspreche der Skalenhohe H. Die
beim Urknall homogen verteilte Materie nehme durch die Expansion des Alls radial nach aulRen
ab.

Da die Masse eines nicht unendlich ausgedehnten Alls konstant bleiben muR, kann Materie im
Normalfall nur vom sichtbaren in den dunklen Zustand Gbergehen, niemals umgekehrt.! Da
Schwarze Locher sich dadurch ausdehnen, dal? sie sichtbare Materie verschlucken, nimmt die
dunkle Materie immer weiter zu, wahrend sich die sichtbare kontinuierlich verringert.

Da sich wegen der absoluten Gleichzeitigkeit in allen sich relativ zueinander bewegenden Ko-
ordinatensystemen die Abstédnde wie die Geschwindigkeiten verhalten, haben entferntere Ga-
laxien auch groRere Geschwindigkeiten. Ware der Ereignishorizont seit Entstehung des Welt-
alls nicht auf R angewachsen, konnten wir selbst noch fernste Galaxien? optisch sehen. AuRer-
dem waére der né&chtliche Himmel dann taghell. Da sich das Schwarze Loch immer weiter aus-
dehnt und dabei an Masse noch zunimmt, wird die Geschwindigkeit der fernen Galaxien all-
méhlich abnehmen und schliel3lich ganz zu Null werden, zumal sich die Weglange | des Lichts
dabei immer weiter verkirzt. Der einzige erlaubte Zenitwinkel in diesem Grenzfall, unter dem

! Schwarze Lécher zerfallen nur dann, wenn sie nicht weitere Masse anreichern. Im tibrigen ist die Zerfallszeit
groBer als das Alter des Universums.
2 Die sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen
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das Licht sozusagen auf einer Kreisbahn um das Schwarze Loch lauft, 1dge dann bei 90°. Durch
den stdndig wachsenden Gravitationsdruck ist die Entropie des Universums irgendwann maxi-
mal geworden und besteht dann nur noch aus Bindungsenergie des Schwarzen Lochs. Diese
,unfreie” Energie kann sich nur schlagartig durch plotzliche Zerstrahlung in freie Energie zu-
rickverwandeln. Kurz nach dem ,,Urknall* lag bekanntlich die gesamte Materie in Form von
sichtbarer Materie hoher Temperatur vor, Schwarze Locher gab es damals noch nicht.

Wir wenden nun auf den Schenkel R + h fiir irgendeine ,,Hohe* h Giber dem Radius des Schwar-
zen Lochs den Kosinussatz an, wonach gilt:

(R+h) =1+ R?+2IRcos<.

Dabei haben wir die Identitét cos(z —¢)=—cos¢ benutzt. Diesen Ausdruck formen wir um in
eine quadratische Gleichung:

12+ 2IRcos & —(2Rh +h?)=0,

deren Losungen durch

l,, =—Rcos¢ + JR?cos’ ¢ +2Rh +h?
gegeben sind. Daraus folgt fir die Lésung mit dem positiven VVorzeichen das Differential

dl = R+h dh.

JRZcos? ¢ + 2Rh +h?

Da zwei Massen eines idealen Gases unterschiedlicher Dichte bei gleicher Querschnittsflache
des Behalters unterschiedliche Hohen einnehmen, leitet sich die reduzierte Wegldnge m aus
dem Verhéltnis der Dichten gemél

m=2]
Po

her. Flr das Differential der reduzierten Weglange folgt demnach

dm="dl =~ R+h

e dh
Po Po+JR%cos2C +2Rh +h’

Unter der Annahme, dal? die Dichte ausgehend von ihrem Maximalwert in Hohe des Ereignis-
horizonts exponentiell mit der Ausdehnung abnimmt, d.h.

-h/H

P=pP€

und in der Skalenhohe H auf 1/e abgefallen ist, folgt fir die reduzierte Weglénge in den Grenzen
von Null bis Unendlich
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R R+h
m(¢)= e ™" dh.
©) ! JRZcos? ¢ + 2Rh + h’

Bei senkrechtem Einfall gilt
m(0)=[e " dh=-H[e"" | =H.
0

Fur die relative Luftmasse des Universums, also das Verhaltnis aus Weglénge bei Schragsicht
und senkrechtem Einfall, erhalten wir schlieRlich

I|H

m, =—(‘”; _ j*h’“ R+D dh.
0

R?cos® ¢ +2Rh + h?

Hierbei wurde Uber ein unendlich ausgedehntes Universum integriert, was wegen des exponen-
tiellen Abklingens der Dichte sicher eine gute Naherung darstellt.

Nachfolgend fiihren wir zwei Grenzbetrachtungen durch, eine fir den Fall, daR R — 0 geht,
was dem Urknall entspricht, und eine andere fir den Fall R — R+ H, welcher gleichbedeutend

mit H — 0 ist. Es gilt
175 R+h

limm, _—j e " lim
R0 H9 R0 [R? cos? §+2Rh+h2

_i_[e’“’*'dhzl,
H 0

d.h. die relative Luftmasse des Universums ist in diesem Fall maximal und es gibt noch kein
Schwarzes Loch. Im anderen Extremfall ist

limm, = (nmie“’“j R+h dh=0,
H-0 o\H=0H JR?c0s? & + 2Rh + h?

weil die e-Funktion starker gegen Null geht als jede Potenz ihres Arguments, d.h. die relative
Luftmasse des Universums ist komplett in dunkle Materie umgewandelt worden.

Aus dem idealen Gasgesetz und nach der Formel fur den hydrostatischen Druck ist eine ver-
schwindende Skalenhéhe mit einem Riickgang der Temperatur auf den absoluten Nullpunkt
verbunden:

N, KT

H = ,
Mg

wobei k die Boltzmann-Konstante, M die Molare Masse, N, die Avogadro-Konstante und g

die Gravitationsbeschleunigung ist. Man kann unschwer erkennen, daR bei einem Gravitations-
kollaps ein starker Temperaturanstieg erfolgen muf, der die dunkle Materie restlos in sichtbare
umsetzt. Das wirde auch aus dem postulierten Rauber-Beute-Formalismus folgen, bei dem
sichtbare Materie kontinuierlich in dunkle umgewandelt wird, wobei die Natur dieses Systems
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es so will, dal} es nie ganz zum Erliegen kommt. Deshalb kann auch der absolute Temperatur-
nullpunkt niemals erreicht werden.
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