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Aufgabe: Berechnen Sie die Unschérferelation fur ein um einen Kern kreisendes Elektron in
den Scheitelpunkten der Ellipse. Welche SchluRfolgerungen ziehen Sie daraus fur die Quan-
tenmechanik?

Losung: Betrachten wir zundchst die Geometrie eines auf einer elliptischen Bahn um einen
Kern kreisenden Elektrons geméaR nachfolgender Abbildung:

Ay=0
Ap.\' > Ap;‘ # 0

p=(0.p,)

C ,

Ax=0
Ap,=0

c=~a -b’

Abbildung 1. Bahnkurve eines auf einer Ellipse umlaufenden Elektrons im Vergleich zur Kreisbahn

Aussage des Flachensatzes ist es nun, dal} der vom Brennpunkt der Ellipse zum Ort des Teil-
chens gezogene Radiusvektor in gleichen Zeiten gleiche Flachen Uberstreicht, dal also die
Flachengeschwindigkeit konstant ist. Diese Aussage folgt aus der Erhaltung des Drehimpulses
der Bahnbewegung. Sei also r der vom Kern zum Elektron weisende Fahrstrahl &hnlich der
Bewegung eines Planeten um die Sonne und p der Impuls des Elektrons. Dann ist der Dreh-
impuls L gegeben durch L=rxp. Wenn die Bewegung in einer Ebene erfolgt, wenn also
Winkelgeschwindigkeit @ und Radiusvektor r aufeinander senkrecht stehen (r - =0), dann
folgt aus der Definition des Drehimpulses unter Verwendung der Relation v=w xr, dal der
Drehimpuls

L=mrxv=mrx(@xr)=m(r-rjo-m(r-o)=mr’e

proportional zum Vektor der Winkelgeschwindigkeit  ist. Dann und nur dann lait sich die
Winkelgeschwindigkeit auch schreiben als

Y
e =awe

z z*

m:rx_v:le x(r’e +roe )=le Xree, =—
|r|2 r r r ) r r ) r

Bleibt der Drehimpuls wie in unserem Fall erhalten, gilt L =r, xp, =r, xp,. Setzen wir

rL=r, p,=p, I’2=r+AI", p2=p+Ap
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Physikaufgabe 23

in diese Gleichung ein, erhalten wir rxp = (r + Ar)x (p + Ap) und nach Ausmultiplizieren des
Vektorprodukts und Kirzen gleicher Terme

rxAp+Arxp+ArxAp=0.

In Einheitsvektoren eines kartesischen Koordinatensystems ausgedriickt lauten die Einheits-
vektoren im Polarkoordinatensystem

e, =cos¢e, +singe,, e, =-singe, +cosge,.
Damit hat der Ortsvektor

r=re, =rcosge, +rsinge,
die Koordinaten

X=rcosp, y=rsing,

wobei radialer Abstand r und Polarwinkel ¢ mit den kartesischen Koordinaten tber die Rela-
tionen

r=x’+y?, (p:arctan%

verknipft sind. Die zeitlichen Ableitungen der Einheitsvektoren im Polarkoordinatensystem
ergeben sich somit zu

e, =—@singe, +@cosee, =ge ,
e, =—pCcosge, —@singe, =—ge,.

Damit folgen fur Geschwindigkeit und Beschleunigung die Ausdriicke
v=r=re +re, Vv=r=rte +re +rfge, +ree, +ree,

und nach Substitution der Ableitungen die endgltigen Formulierungen
i=te, +rge, und p=mv=m(i—re?f, +m(rg+2rok, .

Hier ist m die Ruhemasse des Elektrons. Demnach haben Geschwindigkeit und Kraft die Po-
larkoordinatendarstellung

vV, =T, v, =ro,

o =m(r—rg?) p, =m(rj+2¢p)

Ersetzen wir schlielflich die Einheitsvektoren wieder durch kartesische, so folgt

Copyright © 2015, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 2



Physikaufgabe 23

i =(rcosp—rgsingle, +(Fsing +rgcosplk,,
p= m(('r‘ - r¢2)003¢7 —(rg+ 2t ¢)sin (p)eX
+ m(('r‘ - r¢2)sin @+ (ry+2t¢)cos go)ey

oder in Ubersichtlicher Komponentenschreibweise

X =TrCcos@—resing,
y=rsin@+r@pcose

bzw.

b, =m((F - rgbz)cow —(rg+2rg)sing)
p, = m(('r' - r¢2)sin o+ (rj+ ZF(b)COS(D)
Damit erhalten wir die Impulskomponenten zu

p, =mv, =m(rcosp—rgsing), p,=mv, =m(Fsing +rgcose)

Wandeln wir nun die differentiellen Grofzen in endliche um, so ergeben sich daraus die Orts-
und Impulsunschérfen

Ax = (f cos @ — rgsin p)At,
Ay = (Fsin @ + rgcos ¢)At

bzw.

Ap, = m((r — r¢)2)003¢7 —(rg+2rg)sin go)At,
Ap, = m(('r' - r¢2)sin o+ (rép+ 2r'gb)c03go)At.

Wenn wir als Orts- und Impulsdifferenz Ar = Axe, +Aye, bzw. Ap =Ap,e, +Ape, anset-

zen, laRkt sich obige Vektorgleichung schreiben als

(xe, +ve, )x(Ap,e, +Ap,e, )+ (Axe, +Aye, )x(pe, + p,e,)
+ (AxeX + Ayey)x (ApxeX + Apyey)z 0.

Die nicht verschwindenden Kreuzprodukte vereinfachen sich somit zu
(XApy - yApxkz + (Axpy _Aypxkz + (AXApy _AyApxkz = 0’
wobei die Teilbetrage gliedweise verschwinden missen. Die Glieder des ersten Terms

XAp, = mr((‘r‘ —rg° )sin @C0s @+ (r+ 2f¢)cos’ (p)At,
YAp, = mr((‘r‘ —r? )sin @cosp—(ry+2f¢)sin’ (p)At

fuhren auf den Ausdruck
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XAp, — yAp, =mr(ré+ 2r)At,

der, wie wir spéter sehen werden, flir eine Zentralkraft identisch verschwindet. Die Glieder
des zweiten Terms sind gegeben durch

Axp, = m(r‘2 SiN @ COS @ + I'f 9 COS 0 COS @ — I'E @SiN @Sin @ — r’g* cos gsin (p)At,
Ayp, = m(r‘2 COS@Sin @ — It @sin @sin @ + fr cos ¢ cos ¢ — r’p* sin goCOS(p)At.

Folglich gilt auch hier
Axp, —Ayp, =0.
SchlieBlich kommt man durch Subtraktion der Glieder des dritten Terms

AXAp, = m{('r' - rgbZXr'sin @COSQ — rgsin’ gp)+ (r¢p+ 2r'¢))(r' c0s? ¢ — rgcos sin ¢))}At2,
AYAp, = m{('r' - rgbZXr'sin @COSQ + rCoSs? (p)— (rgp+ 2r‘¢>)(r‘sin2 @+ resin ¢cos¢)}At2

zu dem Ergebnis
AXAp, — AYAp, = —m(rgb('r’ - rgbz)— F(ry+ 2r'gb))At2,

das sich, wie wir spater sehen werden, fir eine Zentralkraft zu dem Ausdruck
AXAp, — AyAp, = —mr¢(‘r‘ -~ rgbz)At2

vereinfachen 1aRt. Fir weiterfiihrende Rechnungen missen wir zundchst die Bahngleichung
der Ellipse herleiten, indem wir den Drehimpulserhaltungssatz L =mr®p in den Energieer-
haltungssatz

1

&,

E:%m(r'errngz)—% mit k= 0,0, >0

einsetzen, um zu der Darstellung

>k

E=Lmrzs -
2 2mr r

zu gelangen. Nach Trennung der Variablen kdnnen wir schreiben:

. \/25 12 2k
F= eyt ——
m m-r mr

dt — rdr
\/25 , 2k L2
—r+—r-—
m m m
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kann es direkt in den Drehimpulserhaltungssatz eingesetzt werden:

do = det: L dr
mr \/25 2%k L
m mr mir?

Beidseitige Integration liefert

9=0 +Jr‘1 &
*dr [2mE , 2mk
Tt

Nach Auswertung des Integrals mit den Parametern

2mE 2mk
N

o= L2

’ 7:_1

ergibt sich der einfache Ausdruck

J. dr ﬁr+27

arcsin

r\/ar +pr+y \/_ rv-A

wobei A =4ay — £ die Diskriminante ist, die sich nach Einsetzen der Parameter als negativ
erweist:

2 2 2
A=—(2n;kj 1+ 2E|'2 =—i2 m2r2+(m—k—£j <0.
L mk L L r

Den Polarwinkel formen wir damit wie folgt um:

@ = @, +| arcsin mkr — L “
’ rv2mL°E +m2k’
L2 2
1_L

= ¢, +arccos———

/ 2EL

Nach 1/r aufgeldst heilt das

LZ
1-—
1 mk 2EL’ mkr,
==—|1-,/1+=—-cos| ¢ — ¢, —arccos
L mk 2EL?
I+ 7
mk
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Der Bahnparameter p sowie die numerische Exzentrizitat e sind mit den physikalischen Erhal-
tungsgrofien L und E hierbei wie folgt verknupft:

2 2
p=L und e= 1+£.
mk mk

Damit lautet die endgultige Bahngleichung

P

1- ecos((p @y —arccos( — pD
er,

Wenn wir noch als Startwert ¢, =0 annehmen, so folgt wegen r, = p/(1—e) die radiale

r =

Bahnkurve in der uns gelaufigen Form:

N
1-ecosg

Wie man sieht, hdngen sdmtliche Ableitungen der Polarkoordinaten ebenfalls nur vom Winkel
@ ab. Um dessen zeitlichen Verlauf anzugeben, bendtigen wir die Abhéngigkeit des Drehim-

pulses von den geometrischen Parametern der Ellipse. Diese kdnnen wir mit Hilfe des FIl&-
chensatzes berechnen, indem wir ein in der Zeit dt Uberstrichenes Flachenelement

F = 2frscdr] =2 svidt = 2 Jrxpldt =
2 2 2m 2m

nach Ausmultiplizieren des Vektorprodukts rxp = mre, x (r‘er + r¢e¢)= mr®ge, und Division
durch dt in die Fla&chengeschwindigkeit

oF_L_1,

umwandeln, die, wie eingangs gesagt wurde, wegen der Konstanz des Drehimpulses ebenfalls
konstant sein muR. Damit nimmt die Flache

F(t)—— :—j|r><v|dt_%]er

0

proportional mit der Zeit t zu. Das entspricht gerade der Aussage, wonach die vom Radius-
vektor r in gleichen Zeiten tberstrichene Flache F konstant ist. Setzen wir die Bahngleichung
der Ellipse in das Integral ein, ist die Flache gleich

1 .0
—t_— J‘
2m 2 1 eCOS(p

0

Dieses Integral kann mit Hilfe der Ableitung
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dcose
J1-cos® @

umgewandelt werden in

dp=-

mp? J- dx

t=
L Cow(l ex) 1—Xx

=.
Ferner folgt mit Hilfe der Substitutionen f =1/e und y = f —x sowie der Notation
Y =10 = —y?42fy+1- 7 =y’ + By +7,

wobei

2

a=-1 p=2f, 7/:1—f2:—:—2<0,

der Ausdruck

mp dx mp? ' jf’s"’ 1 dy
L cos;a(f_x) \/1_X2 Le2 faa Y \/_

Weil die Diskriminante A=—4(1— fz)—41‘2 = —4 negativ ist, entscheiden wir uns fir die
Losung

dy P ﬂy+27
=——- arcsin
I VWY N \/
Dieses Integral verwandeln wir wieder zurtck in
2 _f2 3 _h2
.[ Zdy :_ I CZ\/ y +2fy+1-1 +fC—3arcsinaCy2 b ,
VY 2y b y b c’y

so daR sich nach Einsetzen der Integrationsgrenzen der folgende Ausdruck ergibt:

17 ¢ a’ \/— y2+2fy+1— f2 e ° acy —p2 1
= J' Zy == +—{arcsm y } .
e 2, yAY b y b® c?y

f1 f-1

Multiplizieren wir dieses Ergebnis noch mit p?, erhalten wir

2 f-cosg -
L dy _p2_S3N¢ +ab(arcsin

e 2 yAY  1l-ecose

e-cosp 7
l-ecosep 2

bzw. die Umkehrfunktion
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t(p)= mp dx __m pc—? | ap| arcsin 2 L T ||
Le cm(f—x) JVi-x2 L{ 1l-ecosg 1-ecosp 2

An der Stelle 27 folgt daraus die Ellipsenflache

F(T)= Lt(27r) = lab(arcsine—_1 + 1) — zab
2m 2 l1-e 2

sowie der Drehimpuls

L= mzlab

Im Punkt t =T /4, also nach einer Viertelumlaufdauer, ist die Flache gegeben durch

F(T/4)=££I:£ab V1-¢? esinQ(T/4) . roqin 2=C0solT/4) 7}
2m4 2 1—ecoso(T /4) 1-ecosp(T/4) 2

Daran sieht man, dal? gelten muR:

sing(T /4)
1—ecoso(T /4)

coso(T /4)-

—arcsin =
1-ecoso(T /4)

e1—e?

Die triviale Losung folgt sofort fur e=0. Die nichttriviale Losung fir e= 0 erhalten wir,
indem wir x =cosg(T /4) setzen und den Winkel ¢(T /4) anhand eines Newton-Verfahrens
auswerten. Dies geschieht vermittels der Funktion

f(x)= e\/ﬁ\/ﬁ—arcsm

1-ex 1-ex

°_o.

Die Nullstellensuche kann der Leser zur Ubung selbst vornehmen, das Ergebnis tragt zum
Weiteren nichts bei.

Mit Hilfe des Drehimpulssatzes konnen wir die zeitlichen Ableitungen der Polarkoordinaten
berechnen. Ausgehend von der Bahnkurve gilt flr die erste Ableitung des radialen Abstands

_ﬂd_(p__esingorz.__Zﬂabesin(p
dpdt  p T p

Bezeichnen wir mit @, =27z/T die zeitunabhéngige Kreisfrequenz des Elektrons fur e =0,
so lautet die Radialgeschwindigkeit

®, epsing
V, =— -
\/]__ez 1-e

i)

wobei wir hilfsweise die Relationen
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ab=a’y1-e’ und azlp2

verwendet haben. Die Radialgeschwindigkeit ist null fir ¢ =0 und ¢ =7z sowie fur den
Kreis, und sie nimmt im Punkt r, =(c, b) den Wert

€
vlo)=-"%

an. Bei ¢ =90° ist sie maximal:

v, (7/2)= -2 P

Ji-e?1-¢€*

Formen wir den Drehimpulserhaltungssatz entsprechend um, erhalten wir fir die Winkelge-
schwindigkeit

. L1 2mb(l-ecosef 1—ecosp |
oLttt s
mr T p 1-e

Diese ist minimal fiir ¢ =0 und maximal fiir ¢ = 7z, der Wert ¢(p, ) liegt dazwischen:

_ 2 _ 2
p(0)=2V"8 o blp)=mnioe?, glz)=2E g

(1+ef (1-ef

Setzen wir r und ¢ in die Definition der Winkelgeschwindigkeit ein, erhalten wir die Azi-
mutalgeschwindigkeit zu

w,p l—ecosg

V =afr=rep=
[4 ®» \/1—62 1_e2

In den selektierten Punkten der Bahn sind die zugehorigen Extremwerte gegeben durch

V(o) =2 v () =P

Q) p
0)=— 2% __P_ -
(0) Ji-e?l+e 7 1-¢°

Zusammen mit der Radialgeschwindigkeit ergibt sich die Bahngeschwindigkeit zu

\/m_ a)op \/1 2ec03go+e
N 1-¢?

Aus dieser Gleichung entnehmen wir die maximale und minimale Geschwindigkeit in den
Scheitelpunkten der Ellipse:

_ a)op /1 e P /1+e
1+e’ 1-e?\1-¢’
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Im Punkt r, = (c, b) besitzt die Bahngeschwindigkeit nur eine y-Komponente:

_V(2) _ aep
Vi-e? 1-¢

v(g,) v, (o, )

Dabei zeigt sich, daB v(0)=v,(0) und v()=v,(z) Durch Umformen erhalten wir

=% 1-¢ p Vo.o=@. T

O in — i ’
V( ) (1+e)2 1_e min min " max

=% 1-¢" p V=@ I

V(ﬂ-)_ (1—9)2 1+e max — ““max min*

Daraus 1aBt sich der Drehimpuls in den Scheitelpunkten der Ellipse berechnen. Man kann
wahlweise eine der beiden Formeln verwenden:
L=mr_v_ =mr.v bzw. L=mr: o . =mri o

max ' min min ¥ max max ““min min*““max "

Sinngemal resultiert auch die zweite Ableitung aus der ersten, d.h.

r_id_Q)__Zﬂab ecose . __mjpecom[l—ecosﬂz
de dt T p 4 1-¢? 1-e* |’

Fur den Kreis ist die Radialbeschleunigung klarerweise null. Die zweite zeitliche Ableitung
des Winkels folgt analog zu

. _dedr _2mb 2esing ¢ _
¢ dr dt T p

2

1-ecosop |
@.ecos go{—(o} :

Auch hier gilt, dal’ die Winkelbeschleunigung fur den Kreis verschwindet. Insgesamt folgt fur
die Radial- und Azimutalkomponente der Zentralkraft:

b = m('r'— rq-)z)z_m[Zmab}2 (1—ecosp) __mwjp[l—ecos(p}2

T p ©1-e?| 1-¢?

bzw.

27zab}2 2esin(pi_m[2ﬂab}2 2esing 1 _

D =m(rg+2r¢p)=m

Hieraus ergeben sich in den Scheitelpunkten der Ellipse die radiale Kraftkomponenten zu
2

. mae?p 1 . meo’p . mao?p 1
0 = . ’ = : ’ = £ ’
pr( ) 1_¢2 (1+e)2 pr(%) 1_¢2 pr(ﬂ') 1_¢2 (1—8)2
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wéhrend die azimutalen Komponenten identisch verschwinden. Die Radialkraft ist minimal

fur ¢ =0 und maximal fir ¢ = 7. Fugen wir die Parameter und Ableitungen der Polarkoordi-
naten in die bisher erhaltenen GroéRen ein, lauten die Ortskoordinaten

. pcose _ psing
1-ecose’ 1-ecose’

und die Impulse sind

27ab sing Mo, psSing
p, =M= = ;-
T p Ji—e? 1-e
_pm2mbcosp—e  ma, p(cosp—e)
g T p Ji-e? 1-€°

Die Ortsunscharfen kénnen wir somit schreiben als

@, PpsSing
Ax=-——2 At
" Ji-e? 1-e®
Ay = p(cosw—e)At
\/1_e2 1—82

Zur etwas aufwendigeren Berechnung der Impulsunschéarfen verwenden wir die Kraftkompo-

nenten in Polarkoordinaten, die mit den kartesischen Komponenten auf folgende Weise ver-
knupft sind:

px = pr CoOsp— p¢8in¢’
p, =P, sing+p,cose.

Nachdem die Azimutalkomponente einer Zentralkraft identisch verschwindet, resultieren dar-
aus die einfacheren Ausdriicke

2 2
Ap, = P, COS@- At =— May pCOS(D{l eCOS(o} AL

1-¢° 1-¢?
o maZpsing[1-ecosp |
Ap, = p,sSing- At =——2 At.
Py = PeSINY 1-¢? [ 1-¢?

Daher verbleibt im Vektorprodukt der Drehimpulserhaltung einzig der nichtverschwindende
Beitrag

30 3 3.2 1 3
AxApy—AyApX:m[Zﬂab} (1 90408(0) Af? = mcoop{l ecozsw} 2,
T p [1_e2 1—6

der sozusagen die Unscharfe des umlaufenden Teilchens beschreibt und wegen At=0 im
Widerspruch zur Drehimpulserhaltung steht. Das liegt aber nicht etwa daran, daR die Drehim-
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pulserhaltung nur im System des Schwerpunkts gelten wiirde — denn sie gilt ebenso fiir ein
einzelnes Teilchen —, sondern es liegt an der Relativitit der Raumzeit. Der Zeitunterschied

—t, limAt=0

2
V] v—0

ist ndmlich nur dann exakt gleich null, wenn die Geschwindigkeit v =0 ist. Da sich das Elekt-
ron aber mit seiner Eigenzeit t' bewegt, ist der Drehimpulserhaltungssatz in seiner nicht-
relativistischen Darstellung verletzt. Somit ist es nach den Regeln der klassischen Mechanik
prinzipiell unmdglich, Ort und Impuls eines Elektrons gleichzeitig beliebig scharf zu messen,
weil in einem beschleunigten Bezugssystem nach den Gesetzen der Allgemeinen Relativitéts-
theorie ein Zeitunterschied zu dem mit konstanter Geschwindigkeit sich bewegenden Inertial-
system des Kerns besteht. Die beobachtete Unschéarfe von Ort und Impuls ist also kein Quan-
teneffekt, sondern ein relativistischer Effekt, und hangt nur von Energie und Drehimpuls des
umlaufenden Teilchens ab. Mithin ist es die Zeit selbst, die unscharf ist, und damit auch alle
davon abhéngigen GroRen wie Ort, Geschwindigkeit, Impuls, Drehimpuls und Energie. Be-
sonders einfache Ausdriicke fur die Drehimpulsunschérfe erhalten wir in den Scheitelpunkten
der Ellipse. Befindet sich das Teilchen etwa im Punkt r,_ =(c+a, 0), Uberlebt von den 3

Beitrdgen wegen

p
X:—’ =01
1-e y
mao,p 1
:0, = 0 _
& P et Lre
_ _ap 1
AX =0, Ay_\/l__ezmm,
mo’p 1
Ap, =——2C = _At, Ap,=0
PE T e (L+ey g
nur der Term
3 a2
AyAp, = —M%P 1

HS (@+ey

Ahnliches gilt im Punkt r_, = (c—a, 0), wo sich nur das VVorzeichen &ndert:

x:m, y =0, )
,
Py, =Y, P, =-— l—oep2 1o
w, 1
AX=0, Ay:—ﬁam,
2
Ap, = Tf’; P i _1e)2 At, Ap, =0.
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Wieder tberlebt von den 3 Beitrdgen nur der Term

_majp® 1
\/1—e23 (L-e)

Im Abstand der groflen Halbachse vom Brennpunkt, d.h. im Punkt r, mit ¢, = arccose, ver-

AYAp, = At?.

einfacht sich die Drehimpulsunschérfe wegen

ep P
X: 1 = 1
1-¢’ Y 1—¢?
ma, p
px:_l 27_! py:o,
Ax:—lmop A, Ay=0,
e
Ap, =— mcooepAt Ap, =- ma)ox/l e’ maxvi—e'p
1-¢?
zu
3,2
Axap, = DAP A2,
1-¢?

Damit liegt dieser Wert absolut gesehen zwischen der minimalen Unscharfe im Aphel und der
maximalen im Perihel. In allen Punkten auf der Ellipse ist also die Orts-Impuls-Unscharfe
aufgrund der Zeitunscharfe von Null verschieden und nimmt mit dem gegenseitigen Abstand
der Ladungen ab. Wenn wir

3 3 3.2 1 3
AE:m[Zﬂab} (1—ecosp) At NP {1 ecow} At

T P’ el 1

als Energieunscharfe betrachten, folgt die Aquivalenz von Orts-Impuls- und Energie-Zeit-
Unschérfe gemal folgender Relation:

AXAp, — AyAp, = AEAL.

Interessant ist, dal} die Energieunschérfe ihrerseits von der Zeitunscharfe abhangt, was auf
ihre relativistische Natur hindeutet. Die minimale Energieunschérfe erhalten wir fir ¢ =0,

die maximale fur ¢ =r:

AE mao; p AE
AE = 0 ' 0 0 '
min (1+ e)3 1_ 92 3 max (1_ e)3
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Physikaufgabe 23

wobei die ReferenzgroBe AE, durch den Umlauf auf einer aquivalenten Kreisbahn mit der
Frequenz @, im Abstand der groBen Halbachse charakterisiert ist. Legen wir als Beispiel die
Verhaltnisse im Punkt r, zugrunde, so gilt nach der Heisenbergschen Unscharferelation

magep® 2 h

(1—e2)2 2

Wenn das Elektron naherungsweise auf einer Kreisbahn umlauft (e =1/10), wére das Quadrat

AXAp, =

der Zeitunschérfe auf der innersten Bahn mit der grol3en Halbachse a = a, gleich

3
Vi-e* m*a,

At? >
2e h®

wobei wir die Drehimpulserhaltung 7% =malm,V1-€® auf der innersten Bohrschen Bahn
verwendet haben, so dal sich schlie3lich der Wert

(1-e*)" maZ _099%*-9109-10*kg-(5,29-10 'm

At =
Joe  n /0,2 -6,626-10 % kgm?s™

~8,57-10"s

ergibt. Die &quivalente Energieunscharfe betrégt

h 6,626-10%Js

AE> = -
2At  2-8,57-10%%s

~387-10™"1.

Sie waére auf einer Kreisbahn gleich null, folglich sind Kreisbahnen in der Quantenmechanik
nicht erlaubt. Auch die zugehdrige Winkel- und Bahngeschwindigkeit kann berechnet wer-
den:

1 h 6,626-107**Js

- _~ = 2,61-10" Hz
Ji-e? ma;  9109-10*kg-(5,29-10 *mY

2

bzw.

V, = 0,3, = 2,61-10""Hz -5,29.10"'m =1,375~107?.
Obwohl das nur 4,5 % der Lichtgeschwindigkeit sind, ist der relativistische Effekt der Zeitun-
scharfe spurbar. Fir hohere Orbitale nimmt dieser Effekt sehr stark zu, hier kénnen bis zu 85
Prozent der Lichtgeschwindigkeit erreicht werden. Dementsprechend grof3 wird die Zeitun-
scharfe. Auch wenn die Zeit zunéchst unscharf erscheinen mag, so ist sie dennoch nicht zufal-
lig, sondern deterministisch bestimmt. Die statistische Deutung der Quantenmechanik als eine
Theorie des Zufalls ist somit unbegriindet, auch wenn die Aussage, daR Ort und Impuls eines
Elektrons nicht beliebig genau gemessen werden konnen, zutreffen mag, wobei die Grinde
hierfiir eben andere sind, und das liegt daran, da Messungen in einem relativistisch sich von
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uns fortbewegenden System nur nach Synchronisation der Uhren mdoglich sind. Das kann die
Quantenmechanik aber nicht leisten. Die nichtrelativistische Quantentheorie flhrt ihre Mes-
sungen namlich im Ruhesystem des Kerns durch. Auflierdem beschrénkt sich die Zeitunschér-
fe keineswegs auf das Mikroskopische, sondern sie gilt generell auch fir makroskopische
Systeme, also beispielsweise auch fur einen unter dem EinfluR der Schwerkraft um die Sonne
kreisenden Planeten. Nur ist hier die Geschwindigkeit des Planeten soweit von der Lichtge-
schwindigkeit entfernt, dal} der Effekt wiederum zu Klein ist, um nennenswert in Erscheinung
zu treten. Begibt man sich hingegen ins Ruhesystem des Elektrons, so wirde in diesem der
Kern um das Elektron kreisen, &hnlich wie die Sonne um die Erde, und man wiirde, weil die
beiden Systeme relativistisch gleichwertig sind, die gleiche Zeitunscharfe feststellen. Weil
Kerne im Festkorper jedoch fest an ihren Platz gebunden sind und einen hoheren Strukturver-
bund bilden, sich also wie in einem starren Kristallgitter nicht gegeneinander bewegen, ist
eine Unscharfe in einem makroskopischen System praktisch nicht feststellbar, sofern man
sich nicht auf die atomare Ebene begibt. Aber selbst wenn makroskopische Systeme sich rela-
tiv zueinander bewegen, fallen bei niedrigen Geschwindigkeiten gegeniiber der Lichtge-
schwindigkeit Unschérfen kaum auf, obwohl sie prinzipiell vorhanden sind. Eine Unterschei-
dung zwischen makroskopischen und mikroskopischen Systemen ist also wegen der Univer-
salitat der Naturgesetze gar nicht zuldssig. DaR man sdmtliche zeitabhéngigen GroRen beweg-
ter Objekte in der Quantenmechanik nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit angeben
kann, liegt daran, dall man die Zeit im System des bewegten Objekts nicht messen kann, weil
das Licht einige Zeit braucht, bis es uns erreicht hat. Wir blicken also stets in die Vergangen-
heit, und genau das begrundet die Unschérfe der Gegenwart. Nun kénnte man entgegenhalten,
dall man die Zeit im bewegten System ja berechnen kann, aber dazu ist wiederum die Kennt-
nis der Geschwindigkeit notig, die man wieder nur durch eine Zeitmessung im bewegten Sys-
tem ermitteln kann. Ohne eine Synchronisation der Uhren ist ein solches Unterfangen jedoch
chancenlos. So kann man beispielsweise aus der Rotverschiebung der Galaxien deren Ge-
schwindigkeit bestimmen, wie sie vor soundso vielen Lichtjahren gewesen ist, aber nicht zum
gegenwartigen Zeitpunkt. Aufllerdem unterliegen kosmische Objekte keiner Quantenbedin-
gung, Uber die man die Unschérfe abschédtzen konnte. Zwar hat die stochastische Betrach-
tungsweise der Quantenmechanik nach wie vor ihre Berechtigung zur nédherungsweisen Be-
schreibung dynamischer VVorgéange, aber sie kann eben aufgrund der Allgemeinen Relativitats-
theorie keine exakten VVorhersagen liefern, sonst wiirde man die Zukunft bereits kennen, ehe
sie Uberhaupt stattgefunden hat.
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