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Aufgabe: Berechnen sie die Bindungsenergie eines Schwarzen Lochs am Beispiel des Univer-
sums.

Loésung: Wir nehmen an, dal} die Masse eines Schwarzen Lochs gleichméfiig auf dem Rand
einer Kugelsphare verteilt ist. Die Bindungsenergie ist genau diejenige Energie, die notig ist,
um die Massenelemente der Sphére, die durch die Gravitation zusammengehalten werden, in
eine unendliche Entfernung zu transportieren. Bindungsenergie ist also negative potentielle
Energie, weil sie freigesetzt wird, wenn sich die Kugelsphére bildet. Der Losungsweg entspricht
dem aus Aufgabe [134], mit dem Unterschied, dal? hier eine andere Art der Berechnung gewahlt
wurde, und zwar durch Integration von Kreisringen. Unser Universum wird durch Gravitati-
onskréfte zusammengehalten. Das rotierende Weltall ist allerdings kein beschleunigtes Bezugs-
system wie unsere Galaxis, sondern ein Inertialsystem, in dem die Zentripetalkraft betragsmaé-
Rig gleich der Zentrifugalkraft ist. Wir folgen nun dem Ansatz, daf} sich die Masse M eines
Schwarzen Lochs auf der Oberflache einer Kugelsphare mit Schwarzschildradius Ry befindet.

Diese Sphare besitzt auRerhalb ihres Radius das Gravitationspotential einer Punktmasse

GM
$(r)=-"r

r
wobei G die Gravitationskonstante ist. Auf dem Rand im Abstand r = Ry herrscht demnach das

konstante Gravitationspotential

_GM
Ry

¢(Rs):

Die negative Ableitung des Potentials ist die Gravitationsbeschleunigung

_d¢(r) _GM

9(r)= ar 1

bzw. nach Multiplikation mit der Masse die Kraft

F(r)=Mg(r)=-M d‘g(rr).

Mit der Oberflachendichte o und der Flache A folgt daraus die Masse M =o A, woraus sich
die Gravitationskraft auf dem Schwarzschildrand ableitet:

Im Innern eines Schwarzen Lochs herrschen keine Krafte, da das Potential dort konstant ist.
Das Differential der potentiellen Energie ist somit gegeben durch
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dE,, =—F(r)dr=M OIq;—(rr)dr = Mdé.

Da das Gravitationspotential auf dem Rand nicht von r und das jeweilige Flachenelement nur
von 6 und ¢ abhangt, liefert ein einzelnes Massenelement den Beitrag

dM =oRZsin6dode

und das infinitesimale Potentialelement betragt

do = —EdM =—-0GR, sinddg.

S
Damit lautet das Differential der potentiellen Energie
dE , =Md¢ = -cGMR, sind6d .
Setzen wir die potentielle Energie im Unendlichen gleich null, ergibt sich ein Wert von

GM _ GM?® _
RS RS

ks 27
E o, = | dE,, =—0GMR; [sin0d0 [ dp =-47oR? ¢(Rs)M.
0 0

Mittels der Relation zwischen Schwarzschildradius und Masse, Ry =2GM /c?, besteht die po-
tentielle Energie des Universums aus seiner halftigen negativen Gesamtenergie, d.h.

12
Epot :—EMC .

Die Bindungsenergie des Universums ist damit diejenige negative potentielle Energie, die auf-
gebracht werden muB3, um die Randsingularitét in eine Punktsingularitat zu zerlegen. Das Er-
gebnis ist ein kollabierendes Universum, dessen komplette Masse sich zu einem einzigen Punkt
zusammengezogen hat, der deshalb zwar noch keine Rotationsenergie, aber einen gewaltigen
Gravitationsdruck besitzt, um erneut in eine Randsingularitadt expandieren zu kdnnen. Das
Weltall startet also nicht aus dem Nichts heraus, sondern mit Hilfe der &uReren Energien seines
Vorgangeruniversums. Zusammen mit den Energiebeitrdgen aus den Aufgaben [138], [139],
[140] ergibt sich die Gesamtenergie des Universums kurz vor dem Kollaps zu

E=E,+E,+U =—%MC2+MC2+%MC2 = Mc?,

pot

da die volle Ausdehnung erreicht ist und das All somit seine maximale kinetische Energie be-
sitzt. Die doppelte Bindungsenergie der Randsingularitét ist also genauso grof? wie die Rota-
tionsenergie einer punktférmigen Masse gleicher GroRe im Abstand Ry vom Zentrum des Uni-

versums. Punkt- und Randsingularitét tauschen ihre Energie wahrend des Urknalls komplett
aus, mit dem Unterschied, dal? die Energien der Randsingularitét u3ere Energien, die Energien
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der Punktsingularitat dagegen innere Energien sind. Obwohl das Universum aus zwei Singu-
laritaten besteht, enthdlt immer eine von beiden die volle und die andere gar keine Masse. Da
die Randsingularitat um die Punktsingularitat rotiert, kann man die Punktsingularitat im System
der Randsingularitat als beschleunigtes Bezugssystem aufzufassen, in welchem Scheinkrafte
wirken. Daher verhélt sich die neue Punktsingularitat vom Rand aus gesehen nach dem Kollaps
wie eine rotierende Punktmasse in einem beschleunigten Bezugssystem. Im System der neuen
Punktsingularitat rotiert dagegen noch rein gar nichts, weil ihre kinetische Energie noch null
ist. Dafir besitzt in diesem System die innere Energie ihren Maximalwert, aber das Gravitati-
onspotential ist verschwunden, da die Gesamtmasse sich noch im Abstand null vom Zentrum
befindet, der Schwarzschildradius aber proportional zur Masse zunimmt. Die Gesamtenergie
zu Beginn des neuen Universums lautet also

E=E, +E, +U=0+0+Mc’=Mc?,

pot
und die Energie blieb damit erhalten. Da der Energielbertrag keinesfalls mit Lichtgeschwin-
digkeit erfolgen kann, weil er ja instantan erfolgen muB, ist der Urknall nur durch Quantentele-
portation erklérbar. Die quantenmechanischen Zustande beider Singularitdten missen demnach
miteinander verschrankt sein.

Copyright © 2021, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 3



