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Aufgabe: Bilden Sie vermdge eines dreistufigen neuronalen Netzes mit verdeckter Schicht
samtliche neuronalen Bitmuster, die sich mittels dreier Eingangsneuronen bilden lassen, auf
ihre komplementdren Bitmuster ab.

Lésung: Die n, Inputneuronen y;" der Eingabeschicht (1) mit den Gewichten w{; kénnen

iibersichtlich in folgender Matrixschreibweise zusammengefafit werden:
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In Komponentenschreibweise erhalten wir mit der linearen Standard-Propagierungsfunktion

xle) das folgende lineare Gleichungssystem:
m
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xiz _zwilizyil '
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Mit der Aktivierungsfunktion fergeben sich die n, verborgenen Neuronen yff) der verdeckten

Schicht (2) mit den Gewichten wsz zu

i=1

o= )= S|

Die lineare Standard-Propagierungsfunktion x,.(f) kann wieder durch eine orthogonale Matrix'

mit den Gewichten w,; ausgedriickt werden:
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die wir in Komponentenschreibweise wieder wie folgt schreiben konnen:
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Die Optimierung startet an der Ausgangsebene der n, Outputneuronen der Ausgabeschicht (3)

mit dem Output y{” des Ausgangsneurons i, :

1 Eine Matrix, deren Inverse gleich ihrer Transponierten ist
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ip=1
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mit 1 <i; <n,. Das Optimierungsproblem kann damit wie folgt beschrieben werden
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Der Gradient der Fehlerfunktion muf3 folglich null sein:
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Zur Gewichtsadaption sind die partiellen Ableitungen der Fehlerfunktion

wl =2 und A =
W

ij

-1

zu bilden.

Zunichst gilt an der Schnittstelle der Hidden-Output-Schicht fiir w(z) nach der Kettenregel
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Folglich ist
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Die Ableitung von E nach yl.(j) liefert

oF

50" 7. -»?)

Fiir die Sigmoidfunktion

f=—
ist

f'(x)=(1++x)z ~fOEE T f@l- 1)
und damit

A
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Setzen wir alle drei Beitréige ein, erhalten wir, da ow.) /owi” fiir (i, j) # (i;, i,) verschwindet,
den Ausdruck

ny o (2)
A L 1) B
L)
Damit lautet die erste Gewichtung
Awj) =—4 ai€> =2, -2 W= 2,

Il

An der Schnittstelle Input-Hidden-Schicht fiir w}, gilt nach der Kettenregel analog

OE & OE 8f( (2)) n axu) 5f( (1));11 8x(” o

iiy
(1 Z 3) (2) Z (2) M Z (1) (1 °
aW,'j ip=1 ayi3 8xi3 i= ayiz Ox, Xi, = awz]zz 6sz

Ebenfalls in Analogie zu oben kommt hinzu

Copyright © 2016, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 3



Mathematikaufgabe 86
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Setzen wir alle Grof3en ein, erhalten wir

o'
YRS (O ) TR AT aw'gé

Mit

owi, 1 fir ()= (i),
owy |0 fir () # i)

Y

folgt weiter

LR A Y oY

ij i3=1

Mit der Wahl i =i und j =1, ist

ai—ﬁ S W

il i;=1
Damit erhalten wir die zweite Gewichtung zu
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Fiir die schrittweise Gewichtsadaption mit zufillig vorinitialisierten Verbindungsgewichten

w2 (0

isis

( ) und w(l) (O) ergibt sich insgesamt
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und
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Mit den Abkiirzungen ¢ fiir die Fehler konnen wir die Ausdriicke noch einmal vereinfachen:

52(0)= (77,3 Y202 0)1 -1 (0))
52(0)= 36X (O O (01— 2 (0))

iy=1

so daf

A2 (0)= 25202 wd  Anl (0)= 252 (O],

i3 z iyiy i

Nach Adaption der Gewichte im ersten Schritt konnen die im néchsten berechnet werden:

w2 (1)=w2(0)+Aaw2(0) bzw. w (1)=w!)(0)+An) (0).

Rekursiv gilt

w2 (k+1)=w (k)+ A (k) bzw. w) (k+1)=w (k)+ Al (k),

1213 iyl lll iy
mit

M) =200 (D v (0= 257 R

l

Dieses riickwirtsgewandte Durchreichen der Soll-Ist-Abweichung zwischen Zielwert und Net-
zoutput zuriick zur Inputschicht beschreibt das, was man gemeinhin unter einem Backpropaga-
tion-Algorithmus versteht.

M M O] (3) (3) (3)

Mo Vo Vs N Y2 V3 1, 1
1 1 1 10,0290 0,0290 0,0290 | 0 0 O
1 1 0 |0,0315 0,0315 097220 0 1
1 0 1 10,0315 09722 0031510 1 O
0 1 1 109722 0,0315 0031511 0 O
1 0 0 |0,0386 09651 096510 1 1
0 1 0 09651 0,0386 096511 0 1
0 0 1 |109651 09651 003861 1 O
0 0 0 109462 09462 09462 |1 1 1

Tabelle 1. Werte der Eingangs- und Ausgangsneuronen sowie die Soll-Ausgangswerte
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In Tabelle 1 wurden als Soll-Ausgangswerte die Komplemente der Inputwerte der Eingabe-
schicht gewéhlt. Die Fehler zwischen Soll- und Ist-Ausgangswerten liegen im Bereich von 3-5
Prozent, werden aber je nach Lage der Schwelle ohnehin entweder auf- oder abgerundet. Der
Anhang enthélt ein MATLAB-Programm, das den Backpropagation-Algorithmus mit Angabe

des Fehlers ausfiihrt. Die Fehler liegen in unserem Fall in der GroBenordnung von 107,

Anhang

o

Programm Hidden Layer

o

Fehlerberechnung fiir ein dreistufiges neuronales Netz mit verdeckter
Schicht mit beliebig vielen Ein- und Ausgabeneuronen und einer Sigmoidkurve
% als Aktivierungsfunktion

clear all

o

% Der Lernparameter sei lambda
lambda = 5;

kmax = 50;
nl = 3;
n2 = 3;
n3 = 3;

for 1il1=1:nl
for 1i2=1:n2
wl(il,12,1) = 1;
end
end

for i12=1:n2
for 1i3=1:n3

w2 (1i2,1i3,1) = 1;
end
end
% Input des Neurons il in Schicht 1, wobei 1 <= il <= nl
yl(1l,1) = 0;
yl(2,1) = 0;
y1(3,1) = 0;

% eta(i3) Soll-Output des Neurons i3 in Schicht 3, wobei 1 <= i3 <= n3

1;
eta(2) = 1;
1;

% x1(i2,1)

x1(1,1) = wl(1l,1,1)*y1(1,1) + wl(2,1,1)*y1(2,1) + wl(3,1,1)*yl(3,1);
x1(2,1) = wl(1,2,1)*y1(1,1) + wl(2,2,1)*y1(2,1) + wl(3,2,1)*yl(3,1);
x1(3,1) ;
% y2(i2,
y2(1,1) = 1/
y2(2,1) = 1/(l+exp(-x1(2,1)));
v2(3,1) = 1/ ;
% %2 (i3, 1)

=
-
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x2(1,1) w2(1,1,1)*y2(1,1) + w2(2,1,1)*y2(2,1) + w2(3,1,1)*y2(3,1);
x2(2,1) = w2(1,2,1)*y2(1,1) + w2(2,2,1)*y2(2,1) + w2(3,2,1)*y2(3,1);
x2(3,1) = w2(1,3,1)*y2(1,1) + w2(2,3,1)*y2(2,1) + w2(3,3,1)*y2(3,1);
% y3(i3,1)
y3(1,1) = 1/ (l+exp(-x2(1,1)));
yv3(2,1) = 1/ (l+exp (-x2(2,1)));
y3(3,1) 1/ (1+exp (-x2(3,1))) ;
summeE = 0;
for k=1:kmax

summe3 = 0;

for 13=1:n3
for i2=1:n2
x2 (13, k)
w2 (3,13,k)*y2(3,1);
y3(i3,k) = 1/ (l+exp(-x2(i3,k)));
delta3(i3,k) = (eta(i3) - y3(i3,k))*y3(i3,k)*(1-y3(i3,k));
x1(1i2,k) = wl(1l,i2,k)*yl(1,1) + wl(2,12,k)*yl(2,1)
wl(3,12,k)*y1(3,1);
v2(i2,k) = 1/ (l+exp(-x1(i2,k)));
Deltaw2 (12,13,k) = lambda*delta3(i3,k)*y2(i2,1);

w2 (1,1i3,k)*y2(1,1) + w2 (2,13,k)*y2(2,1)

summe 3 = summe 3 + delta3 (i3, k) *w2(i2,1i3,k)*y2(i2,k)*

y2(1i2,k));
delta2(i2, k) = summe3;
w2 (i2,13,k+1) = w2(i2,1i3,k) + Deltaw2(i2,1i3,k);
for 1il1=1:nl
Deltawl (il,12,k) = lambda*delta2(i2,k)*yl(il,1);
wl(il,1i2,k+1) = wl(il,1i2,k) + Deltawl (il,1i2,k);
end
end
E(k) = summeE + 1/2* (eta(i3) - y3(i3,k))"2;
end
end

Error = E (kmax)
Inputl = y1(1,1)
Input2 = yl1(2,1)
Input3 y1(3,1)
Outputl = y3 (1, kmax)
Output2 = y3(2, kmax)
Output3 = y3 (3, kmax)

Solloutputl eta(l)
Solloutput2 = eta(2)
Solloutput3 = eta(3)

(1-
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