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Aufgabe: Leiten Sie die Hyperfliche des schiefen Wurfs her und untersuchen Sie die Extrem-
werte dieser Funktion. Welche Rolle spielt eine solche Hyperfldche in einem natiirlichen neu-
ronalen Netz?

Losung: Der Mensch bedarf einiger Ubung, bis er zielsicher trifft. Erleichternd kommt hinzu,
daB3 es beim Wurf aus der freien Hand keines Haltepunkts wie etwa bei einem Gewehr bedarf.
Betrachten wir zunédchst die Geometrie des schiefen Wurfs in Abbildung 1. Dabei ist ¢ der

Azimut- und 6 der Elevationswinkel. Die Zielscheibe befinde sich im Abstand d vom Null-
punkt des Koordinatensystems, dessen z-Achse koaxial zur Mitte der Zielscheibe ist.

»=0

Abbildung 1. Geometrie des schiefen Wurfs auf eine kreisformige Zielscheibe

Mittels der beiden Winkel € und ¢ hat ein beliebiger Punkt in diesem System die Koordinaten

p=ztanh, y=ztang, x=z,tan’f—tan’p.

Der Abstand vom Koordinatenursprung zu diesem Punkt ist dabei gegeben durch

2 2

. +
r(0) = z 5 zA/l+tan’ @, wobei 6= arctan? = arctan Y2
cos z z

Als Bedingung fiir einen Treffer kann die Beziehung
2 2 R
p=+x"+y <R < QSarctanE
gewertet werden. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen in einem Kraftfeld mit der Be-

schleunigung g parallel zur x-Achse lauten:

y(t)=v,cososin @-t,

z(t) =v,cosocos@ -,

x(t):vosin&t—%gtz.
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Fassen wir die beiden ersten Bewegungsgleichungen zusammen und 16sen das Ergebnis nach
der Zeit t auf, so folgt

t:\/szrzz :Z,/1+tan2¢)

Vv, COSO Vv, COSO

Damit nimmt die dritte Bewegungsgleichung die Form

x(z,0,p)=ztano 1+tan2(o—l g 1+tan’ ¢
2

2
V, COS

an, wobei der feste Parameter v, die Geschwindigkeit ist. Auf der Zielscheibe, d.h. in der Ebene
z=d, gilt

x(35, @) = d tan 5,/1 + tan” (p——

Mittels

2v;cos’ o (1 +tan’ (p)

2

Y+ z =d2(1+tan2g0)

folgt fiir den radialen Abstand » =+/x” + y* +z° der Ausdruck

2
r(@, 8) = d+/1+ tan’ (o\/l+tan 5{ \/1+tan2¢)} .

Vg sin 28

Diese Gleichung ist in Abbildung 2 fiir v; = gd graphisch dargestellt.

vargd =1
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An der Stelle ¢ =0 gilt diir die partielle Abhéngigkeit von 6 die Gleichung

Copyright © 2016, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 2



Mathematikaufgabe 85

2
r(8) = d\/l+[tan§—%g(l+ tan’ 5)} ,

Vo

und fiir 6 =0 folgt fiir die partielle Abhdngigkeit von ¢ der Ausdruck

2
r(@) = d+/1+ tan’ (o\/l + %(i—f} (1 +tan’ q)).
0

Losen wir zunéchst den Fall g =0 ohne Erdbeschleunigung. Die Bewegungsgleichungen sind
in diesem Fall gegeben durch

y(t) =v,co80smn 0, -,
z(¢) = v,cosdcosl, -1,
x(t)=v,smo-t.

Mit

J1+tan’ @

V,C0S O

t=z

folgt x =v,sin & -t = ztan 5,/1+ tan” . Quadriert ergibt sich aus
x> =z’ tan’ é'(lthan2 (p) und Y’ +z° = zz(ltha.n2 go)

die Relation

r(z, ¢, 8) = z/(1+ tan 5|1 + tan® o).

Halten wir den Abstand z =d konstant, so da3 wir uns auf relative Gréf3en beschrinken kon-
nen, so erhalten wir eine Funktion

r(p,0)= d\/(l +tan’ 5X1 +tan’ qp),

die nur von zwei Variablen ¢ und & abhéngt. Sie weist, wie wir leicht zeigen kdnnen, nur ein
lokales Minimum auf, denn es ist

or (e, 9)
0

=dtang1+tan>5+/1+tan’p =0

fiir @ =0. SchlieBlich ist

—ar(ég;), %) _ d tan 5\/1 +tan’ (0\/1 +tan’5 =0

fiir 0 =0. Die zweiten partiellen und gemischten Ableitungen lauten
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0’ ’:9((0, 0) d(1+2tan ¢)\/l+tan 5\/1+tan o,
¢
2
0 r_((/’z’ %) :d(1+2tan25)\/l+tan25\/l+tan2¢?,

o’r(p,8) _ 9’r(p, 5)

— dtan Stan o1+ tan> S +/1+ tan? .
009  0g06 4 y 4

Daher ist die quadratische Form

o’r 62r
2 0
o9 858(0( 0,0)= ‘ ‘:d2>0
or d
P05 05

positiv definit und es liegt im Punkt (0, 0) ein relatives Minimum vor. Betrachten wir nun den
allgemeinen Fall

2
(@, 8, v,) = d/1+ tan (p\/l +{tan§—%g—§{(l +tan” & h/1 + tan® gp} :

0

Um die Extremwerte der Funktion zu bestimmen, miissen wir die partiellen Ableitungen null-
setzen. Die Ableitung nach dem Azimut,

2

or d tan /1 +tan” g tan> & ad

%: - l—vzsinzé‘w/lﬂanzgo
0

\/1+ tan” 5[1—2g.d,/1+ tan’ go}

vy sin 20
gd 2 gd 2 1
-—2——Jl+tan’p|1-—2— /l+tan’ ¢ |+ ——1,
v sin 26 g{ v sin 26 4 tan’ 5}

ist gleich null fiir ¢ = 0. Eine weitere Nullstelle finden wir, indem wir den Ausdruck

2
0=[1—2‘g—dz§w/1+tan2¢} —Zg—d§1/l+tanz(p[l—zg—a;é‘w/lvttanz(o}
Vv, sin

Vv sin 2 Vv, sin
1

+ 2
tan~ o

auswerten. Wenn wir

x=—2— \/1+tan

v s1n2

setzen, erhalten wir eine quadratische Gleichung

2x* =3x+1+ =0,

tan’ &

deren Losungen gegeben sind durch
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1/1— 82 ,
tan~ o

wobei & > arctan(2\/§ ): 70,5°. Fiir

xX=—=

NN O)
N

5 =arctan~/8 =70,5° bzw. sin25= 2tand _ 42

“1+tan’s 9

erhalten wir mittels der Relation

4

@ = arctan 92‘2/21’2 -1

eine weitere Nullstelle, falls

ﬁziz2l.
gd 2 7

Die zweite partielle Ableitung nach dem Azimutwinkel ergibt sich demnach zu

o’r dtan p\/1+tan’ g tan’ &

7 =

op 2
1+tan’ o 1—2$7d1/1+tan2(0
Vv, sin 20
X 42‘g—dw/1+tan2(p—3 zg_—dtan(/h/1+tanzgo
vy sin 20 Vv sin 20

{1—236{\/1+tan2 (o}
vy sin 2

o
+1dtan* 5tan’ p\/1+tan’ @ =
\/1+tan2 5{1—2gd\/1+tanz (o}

Vo sin 20

2
ng,—d25\/1+tanzqo+dtan2§1/1+tan2¢) I+2tan ¢ -
Vv, sin
\/1+tan2 5{1—2301251/1+tan2 go}

vV, sin
2
X I—Zg_—d1/1+tan2(p —zg—dwllﬂanz(o 1—2g.—dw/1+tan2(p +;2.
Vv, sin 20 Vv, sin 20 Vv, sin 20 tan” &

An der Stelle der Hauptsingularitét gilt mit

sin 20 :g—?’w/l+ tan” @

Vo

und ¢ =0 fiir den Wert der Kriimmung
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o’r

2:d>0.
op

Die Ableitung nach dem Elevationswinkel

) 2
o, el Z{I_ﬁ.dwm}
Vv, sin
\/1+tan25{1—2gd\/m}
v,

5 sin 20

[ 2
Yo

liefert nach Nullsetzen die folgende Gleichung

2 2 2
{szg_é’d— W}{Smw_gd\/ltwn qo}gd\/lttan ? tans =0,
Vo

Vo Vo

die mittels der Definition

X= %wll +tan’ @
Vo
auf eine quadratische Gleichung der Form

5 1+3tan’o 2tand
x°— X+ 5
tan5(1+tan 5) tan5(1+tan 5)

gebracht werden kann, deren Losungen durch

1+3tan’ S ‘1 ~tan’ 5‘
xX= +
2tan5(l+tan2§) 2tan5(1+tan25)

gegeben sind. Sowohl im Falle tand <1 als auch fiir tand >1 gibt es zwei Losungen

1+3tan25i(1—tan25)
X =
2tan§(1 + tan? 5)

Im allgemeinen Fall haben wir also drei Nullstellen fiir

1 2tan o
tan o l+tan“ o

=sin 20,

X =

d.h.

2
sin25:g—f\/1+tan2¢) wd tans = Y0
Vi J1+tan® @ gd

Eine einzige Nullstelle erhalten wir, wenn wir
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sn26=54 I+ tan*p= 2200 _ |

v, “1+tan’s  tand

setzen, was fiir
ans=1 bzw. S=2
4
der Fall ist, und damit fiir
v; = gd/1+tan’ @

bzw. r(@)=d+/1+tan’ @. DaB die allgemeine Abstandsfunktion drei Extremwerte aufweist,

und zwar zwei lokale Minima und ein lokales Maximum, sieht man sehr schon in Abb. 3. Die
zweite partielle Ableitung nach dem Elevationswinkel ist gegeben durch

o’r g w/1+tan2g0<1+tan25)z
as® 2
\/1+tan2 5{1—2‘gd§,/l+tan2¢}
v,

5 sin 2
y 2tan’ S l_gdw/1+tan2go l_gdw/1+tanzgotan§
1+tan’ S Vg sin 28 v
2
gd+/1+tan’ @ gd+J1+tan’ @ gd+J/1+tan’ @
+ 1——2tan5 ——Ztané' 1—2—
vy vy Vv, sin 20

2
_d \/1+‘[an2(ptanzé'(1+t21n25)z l_gd\/1+tan2¢)
J 20 Vg sin 28
1+ tan’ 5[1—2g\/l +tan’ (o}

vy sin 20

2
/ 2
X{l _Mtang} .
Yo

An der Stelle
sin 20 = g—glwll +tan’ @
Vo
1st
2

05°

2 | 2
or d 1+tan2¢(1+tan25)z{l—wtan5}
Yo

Den Wert fiir den Tangens des Elevationswinkels liefert die quadratische Gleichung
2v;

gd+/1+tan’ @
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Vaigd =2
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Abbildung 3. Radiale Abstandsfunktion bei verdoppelter kinetischer Energie

Diese besitzt die Losungen

2 2 72
tanézv—o{li\/l—gf (1+tan2(o)}

gd\/1+tan’ ¢ Vo
Damit ist
2 2
or — —d(1+tan 5)2 gd’ .
00 vy

Weil es nur Losungen fiir

gd+/1+tan’ ¢ <1

5 <
Vo

gibt, ist 0°r/05° >0, also ist die Kriimmung positiv. Die zweite partielle Ableitung an der
Nullstelle ist somit gegeben durch

62
=dll-tan* 5| >0,
852 ( )2
wobel
2 4
fand =20+ |0 -1,
gd g2d2

und an der zweiten Nullstelle

g l+tan’ @ tand =1

0
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ist

o’r d 1+tan2(o(1+tan2 5)2( 1 1)
27 5 2¢ T f
oo~ 2 {tanzé-_lT tan” &
ey

Das Vorzeichen der Kriimmung hingt hier vom Wert von 6 ab. Fiir Werte kleiner 7/4 ist die
Kriimmung positiv. Die nun noch fehlende partielle Ableitung nach v, erhalten wir mittels
Nullsetzen von

gd 2
1-——=1
or ) ) \ga’2 Ve sin 28 tlante
—:(1+tan (p)tan5(1+tan 0 )5 0

ov, v,
1+tan’§ 1—2gdzé‘\/1+tan2gp

vV, sin

"

Die Nullstelle ergibt sich zu

Vo :\/ gd J1+tan®g.

sin 20

Das ist aber die gleiche Nullstelle wie fiir den Winkel 6. Daher kann eine der beiden Grof3en
o oder v, in Abhingigkeit von der anderen gesehen werden.

vafgd = 0.5

Die gemischten Ableitungen sind gegeben durch
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2
6&3 = d tan p+/1 + tan’ tan o -
4
\/1+ tan’ 5[1—236151/1 +tan’ go}

vy sin 2

x(&_fmcw {2 o CWJ
V, S

vy sin 20 p in’25

2
+dtan(pm 2tan5(l+tan 5) :
\/1+tan25[1—2‘gd§\/l+tan2(p}

Vv, sin 2
2
X l—zg—dw/1+tan2(p —2g_—d1/1+tan2g0 1—2g—dw/1+tan2qo + 12
Vv, sin 26 Vv, sin 26 vy sin 26 tan” o
3 2
+dtan(o\/m tan 6(1+tan 6) :
2
1+tan’ S l—zg'idwlljttanzgo
Vv, sin 26
[ d T d d) 1+tan’
X l—g—\/1+tan2(o —cot20 g—zwll+tan2(p— g_z #
i v sin 28 o vy sin 20
r 2
X \/1+tan —2g,—d,/1+tan2(p l—z‘g—dwllﬂanz(o + 12
| vo sin 2 vy sin 20 vy sin 20 tan” o
Im Minimum verschwindet der Ausdruck wegen ¢ =0, so daB3 die quadratische Form
o’r o’r d 0
op®  080¢|, 1 gd 2
o*r o0*r ©, arcsm v )= 0 d(l—tanz[%arcsin g—fD
v
dpos  965° ‘

2
= dz[l - tanz[larcsin g—fD >0
2 vy

auch im allgemeinen Fall positiv definit ist und dort ein lokales Minimum vorliegt.

Welche Bedeutung hat nun eine solche Hyperfldche fiir ein natiirliches neuronales Netz? Ein
ungeiibter Werfer startet an einem beliebigen Punkt der Hyperflache und verfehlt klarerweise
das Ziel, weil seine Gewichtsmatrix, d.h. die Abbildung der Eingangs- auf die Ausgangsneuro-
nen bei zuwenig Ubung noch nicht die korrekten Trainingsgewichte aufweist. Im Laufe eines
Trainingszyklus kristallisieren sich in Verbindung mit im Gedédchtnis héngenbleibenden Er-
folgserlebnissen mehr und mehr die optimalen Gewichte heraus. Ein natiirliches neuronales
Netz kann unbegrenzt verbessert werden, jedoch sind die irgendwann erreichten Korrekturgro-
Ben nicht mehr verbesserungswiirdig, weil sie fiir das, was sie leisten sollen, gut genug sind.
Irgendwann erworbene Fihigkeiten wie etwa unsere Sprache sollten daher bei regelméBiger
Auffrischung theoretisch auch nie mehr verlernt werden.
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