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Aufgabe: Berechnen Sie die Bahngleichung des schrigen Wurfs unter Einschlu3 des Luftwi-
derstands als rekurrentes neuronales Netz.

Losung: Die Beschleunigung des geworfenen Korpers unter Einschlufl der Reibungskraft lautet
r=—/[f—ge,

wobei g =9,81 m/s” die Erdbeschleunigung ist und S der Reibungskoeffizient. Aus
r=v folgt r=v=—pv—ge._.

Schreiben wir die beiden Differentialgleichungen als Differenzengleichungen, so ergibt sich

r(ti) - r(ti—l)"" v(ti—l )Ato
v(t,)= vt ) - Bt )Ae — gae..

Die Anfangsbedingungen sind gegeben durch

I'(to) =K =Xe, + €.,
v(to): vV, =V, c0s0e_+V,sin oe..

Damit lautet das erste Rekursionsglied

r(t1 ) = r(t0)+ V(t0 )At =T, + V,Al,
v(t) = v(t,) - Bvlt, )Ar - ghve, = (1- pAr)v, — gAte..

Ferner erhalten wir im zweiten Rekursionsschritt

r(t,)=r(, )+ v(t, )At =r, + (1+ (1 - SAL)v,Af — gAfe.,
v(t,)=(1- parv(,) - gate. = (1- pac) v, — (1+ (1 BAr))gAte .,

und fiir den dritten

r(t,)=r(6,)+ V(e )Ar =, + (1 (1= BAr)+ (1= BACY oAt — (24 (1 BAr))gAre..
v(t,)=(1—- pAt)v(z,) - gAte, = (1— pAL) v, — (1 +(1— pat)+ (1 pAey )gAteZ.

Zur Sicherheit berechnen wir auch noch den vierten Rekursionsschritt. Wir erhalten
r(t,) =r(t,)+ v(t,)Ar =, + (14 (1= BAc)+ (1= BACY + (1= ALY Jvyae
—(3+2(1— par)+ (1- pacy Joare.
V(t4) = (1 - ﬂAt)V(t3 ) - gAte_ = (1 - ﬂAt)4 Vo
- (1 +(1— pAt)+ (1- ALY +(1- pae) )gAteZ,

womit wir schlieBlich die allgemeinen Rekursionsformeln ableiten konnen:
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i—1 i—-2
r(t)=r, +v,ArY (1- pAL) — gAr’e. Y (i —k—1)1- pAr),
k=0 k=0

i—1

vit,)= (1 pAt) v, - ghte. Y (1- pac),

k=0

die ein rekurrentes neuronales Netz darstellen. In Kompenentenschreibweise aufgelost ergeben
sich folgende Gleichungen:

, +V, oS 5Atz — pALY,

(t)=x -
z(t.) =z, + v, sin §Atz — pAL) — gAt’e Z —k—1)1- pAt),
(t,)=(1—- pAty vocos5

(t,)=(1— BAt) v,sin & — gAtZ — ALY

k=0

Fiir die Beispielrechnung machen wir uns das Leben leicht und wihlen moglichst einfache
Werte, und zwar (x,, v,)=(0,0) und & = 7/4. Mit At =1/n, wobei n die Zahl der Stiitzstellen

angibt, vereinfacht sich obiges Gleichungssystem zu

Fiir Rechenzwecke kann es praktischer sein zu setzen:

(-4 -20-4f 5]
| SN

wobei wir die endliche geometrische Reihe benutzt haben. Damit 148t sich unser Gleichungs-

system weiter vereinfachen:

il -2 s elt]

0)=(1-2) 2, vz<t,.>=vx<t,.>—ﬁgx<t,.>.

N
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Unter den oben getroffenen Annahmen gelten folgende Anfangsbedingungen:

x(t0)=z(to)=() und Vz(to):"(to):&

NG
und die Losungen des ersten Iterationsschrittes lauten:

V2g

Vo

x(z‘1 )

0)=s(0)= 22 n0)=(1-2)2 )=vl0)-

n

Ab dem zweiten Iterationsschritt kann man fiir die z-Koordinate die angegebene Iterationsfor-
mel benutzen:

z(tz):x(tz)—;%
5_2{1—

)=o) | ﬂ
Ae)=x(t,)- £ 3+z( _EH —ﬁﬂ,

3

RN

S

S

n n

2(t,) = x(ts)—%:4+3(l —ﬁj + 2[1 —ﬁjz +(1 —ﬁﬂ.

n n n

S

In der Abbildung sind fiir zwei verschiedene Schrittweiten mit » =100 und » =1000 die neu-
ronalen Losungen dieser Differentialgleichung angegeben. In der Tat hingt die gewiinschte
Genauigkeit nur von der Schrittweite ab. Das Verfahren hat gegeniiber der analytischen Vor-
gehensweise den Vorteil, dal man damit beliebige Differentialgleichungen 16sen kann.

Schrager Wurf mit v,=5 m/s und $=0.1
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Abbildung 1. Rekurrentes Netz fiir den schragen Wurf

Nachfolgend die einfache Programmierung in Matlab.
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Anhang

Q

clear all

beta = 0.1;

v 0 = 5;
g = 9.91;
n = 101;

Delta t = 1/n;

(1) = 0;
z(1l) = 0;
v_x(l) = v _0/sqrt(2);
v z(1l) = v x(1);

x (1) + v_
z(1i+1) = z(1i) + v
v _x(i+l) = v_x(1i)
v z(1i+1l) = v z (1)

plot(x,z,'r")
hold on

n = 1001;
Delta t = 1/n;

(1) = 0;
z(1) = 0;
v_x(l) = v _0/sqrt(2);
v z(1l) = v x(1);

plot (x,z)

grid on

x1im ([0 37)
xlabel ("x(t)")
ylabel ('z(t)")

title('Schrager Wurf mit v_0=5 m/s und \beta=0.1")

legend('n = 100','n = 1000");

% Rekurrentes neuronales Netz

x (i) *Delta t;
_z(i)*Delta t;
+ beta*v _x(i)*Delta t;
+ beta*v_z (i) *Delta t - g*Delta t;

x (i) *Delta t;
~z(i)*Delta t;
+ beta*v _x(i)*Delta t;
+ beta*v_z (i) *Delta t - g*Delta t;
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