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Aufgabe: Trainieren Sie ein zweistufiges neuronales Netz ohne verdeckte Schicht mit drei Ein-
gabe- und drei Ausgabeneuronen durch Verdnderung der Gewichte so, daf jedes der 3 Aus-
gangsneuronen durch sein spezifisches Trainingsmuster aktiviert wird. Ausgangsneuron 1
werde aktiviert durch das Trainingsmuster (l, 0, 1), Ausgangsneuron 2 durch das Trainingsmus-

ter (I, 1,1) und Ausgangsneuron 3 durch das Trainingsmuster (0, 1, 0). Verwenden Sie eine sig-

moide Aktivierungsfunktion.

Loésung: Seien die x,, die Elemente der Input-Schicht fir das Muster p, die y,; entsprechend
die Elemente der Output-Schicht und die w;, die Gewichte der Verbindungsmatrix. Dann sind

Input- und Output-Neuronen durch folgende Matrixabbildung verkniipft:

Yol Wi Wi Wiz | X,
Y2 [T War Wa Wy || Xpa |
Y3 Wi Wi Wil X3

In Komponentenschreibweise lautet das dquivalente lineare Gleichungssystem:

Vol EWiX, T WX + WisX s,

Vo2 =Wy X £ WoX h + WysX 5,

Vp3 =Wy X, WX r + WisX 5.

Wir konnen zur Losung der Aufgabenstellung von einer beliebigen Verbindungsmatrix ausge-
hen und definieren

W, W, W 0,5 =05 105
W, W, W, |=] 03 03 03
Wy Wy, Wi, -03 1.0 -03

Setzen wir nun als Startwerte die obigen Koeffizienten in das lineare Gleichungssystem ein,
erhalten wir

Yo = O,5xpl — O,5xp2 + O,Sxp3,
Y, =03x,+0,3x,,+0,3x,,,
Yy = —0,3xp1 + l,Oxp2 — 0,3xp3.

Fiir das Muster p =1 ergibt sich damit der Ausgangsvektor

Xy, 1 Vi 0,5+0+0,5 1
X, =10 = |»,|=| 03+0+0,3 |=| 0,6
X3 1 Vi3 -03+0-0,3 -0,6

Mit der Sigmoidfunktion fals Aktivierungsfunktion,
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Mathematikaufgabe 81

1
f(ypi)—1+ -

Ypi
im offenen Intervall ]0, 1[ erhalten wir mit dem Netzinput die Startwerte

(f ) f ), f(13))=(0.731,0.646, 0.354 ),

Muster p =2 liefert den Netzinput

1 Va1 0,5-0,5+0,5 0,5
%, |=[1] = |y, |=] 03+03+03 |=|09
1 Va3 -0,3+1,0-0,3 0,4

und nach Aktivierung den Startvektor

(f(J’21)a S () f(yzs)) = (0-622’ 0.711,0.599 )

Fiir das Muster p =3 erhalten wir schlieBlich den Netzinput

0 v} (0-05+0) (-05
X, =1 = |y, |=]0+03+0]=| 03
0 Vi3 0+L0+0 1,0

und daraus den Startvektor

(f s f ), f(333))=(0.378,0.574,0.731),

Der Gesamtfehler £ des Netzes ergibt sich als Summe iiber samtliche 3 Trainingsmuster:

Z%ii(mi (Z w, ijT

p=li=1 j=1

Ein schrittweises Verdndern der Verbindungsgewichte fiihrt nach £ Schritten zu einer signifi-
kanten Verringerung des Gesamtfehlers. Zweck des Verfahrens ist, den Fehler iterativ zu mini-
mieren, d.h.

l\)l»—

gg[np,» (; Wy 4 X JJ2—>Minjmum

Die Festlegung einer oberen Grenze fiir den zuldssigen Fehler kann zugleich als Abbruchkrite-

rium verwendet werden. Das Verfahren startet mit den Ausgangsgewichten w;, , =w;,, wobei

mit jeder Naherung k£ =1,2,3,... entsprechend

Wike1 = Wik +AWU k
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ein Korrekturfaktor

Moy =2 =23 (0= £ 0V 0= 0,

ij.k p=l

addiert werden muf3. Darin ist A der sogenannte Lernparameter. Die Gewichtsverdnderung
beim Start ist Aw;, ; = Aw;,, wobel

A, =— ﬁEdz(np, SO @£ 0k,

ij p=1

Die Soll-Ausgangswerte miissen zu Beginn der Iteration einmalig festgelegt werden. Wir wih-
len dazu in Anndherung an die Aktivierungswerte folgende SollgréBen:

(7711> has 7713) = (0-8’ 0.6, 0'4)
( 215 s 7723): (0'69 0.3, 0'6)
(7731, 2> 7733) = (0-4’ 0.6, 0-8)

Die anfiingliche Anderung der Verbindungsgewichte kann ebenfalls sofort berechnet werden.

Aw, o= A, = FOIf A= F )X,
+ 2’(7721‘ _f(yZi))f(yZi (1 _f(J/2i))x2j
+ AUy = F ) )= F ),

Damit bestimmen wir das Gewicht des néchsten Iterationsschritts w, , =w, ; + Aw, , und aus

+ Aw,

i usw. Allgemein konnen wir die Anderungen der Verbin-

diesem wiederum w,, =w;,

dungsgewichte geméal folgender Beziehung berechnen:

AWU P (771, -y k))f(yu k)( f(yli,k))xl_/
+ /1(7721‘ _f(yZi,k))f(yZi,k)( _f(yZi,k))XZj
+ /1(7735 - f(y3[,k))f(y3i,k)(l - f(y3i,k ))X3_/:

wobei sich die 9 iterativen Komponenten

Ypik = Z Wik X pj

fiir die 3 Muster wie folgt darstellen:

Vivk = WX T WigXin + Wis s,
YVork = WiaXor T Wi pXop + W3 X035

a1k = WXsr + Wi X5 + Wis 1 X3,
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ok = WorXin T Way i Xpp + Wos 1 X5,

Yook = WappXo) T Way 1 Xoy + Wos 1 X5,

Vao e = Way X3 T Why 1 Xy + Wos  Xssg,

Vs = Wiy Xy + Wap 1 Xy + Wi 1 X5,
Yoz = Wi Xoy T Wiy Xon + Wiy X,

Wiz p = Wy Xay + Wap 1 Xap + Wys , X5

Wenden wir auf alle diese GroBen die Sigmoidfunktion an, lautet der kte Gesamtfehler

3

E, = %Z[(ﬂn - f(yli,k))z + (7721‘ - f(yzllk))z + (773" B f(y3i’k))z]

= %[(7711 - fn 1,k))2 + (7721 _f(yzl,k))z + (7731 _f(y3l,k))2]

+%[(7712 - f(y12,k))z + (7722 - f(yzz,k))z + (7732 - f(J’32,k))z]

1
+ 5 [(7713 - f(y13,k))z + (7723 - f(y23,k))2 + (7733 - f(y33,k))z]
Das beigefiigte MATLAB-Programm zeigt sehr anschaulich, wovon die Giite neuronaler Netze
abhéngt: weniger von der Zahl der Iterationen und der Trainigsmuster als von der Wahl eines
geeigneten Startvektors.
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Anlage

% Fehlerberechnung fiir ein zweistufiges neuronales Netz ohne verdeckte
% Schicht mit je 3 Ein- und Ausgabeneuronen und einer Sigmoidkurve als
Aktivierungsfunktion

clear all

o

[

% Der Lernparameter sei lambda
lambda = 5;

% p ist die Laufvariable des jeweiligen Trainingsmusters
pmax ist die maximale Zahl vorliegender Trainingsmuster

o\

o\

Eingangs-, Soll-Ausgangs- und Ist-Ausgangsvektor hidngen jeweils von der
Laufvariablen p des Musters ab.

o\°

oe

Der Soll-Ausgangsvektor eta(p,i) hat imax Komponenten, wobei i die
Zeilennummer der Gewichtsmatrix angibt

oe

[

% Die 3 Komponenten des Soll-Ausgangsvektors fiir die 3 Muster sind nachfol-
gend gegeben

% Sollausgabewerte fiir Trainingslauf 1
etall=0.731; etal2=0.646; etal3=0.354;
eta21=0.622; eta22=0.711; eta23=0.599;
eta31=0.378; eta32=0.574; eta33=0.731;

o

Sollausgabewerte fiir Trainingslauf 2

o

etall=0.8; etal2=0.6; etal3=0.4;
eta21=0.6; eta22=0.8; etaz23=0.6;
eta31=0.4; eta32=0.6; eta33=0.8;

o

oe

oe

Sollausgabewerte fir Trainingslauf 3

oe

etall=1; etal2=0; etal3=0;
eta?2l1=0; eta22=1; eta23=0;
eta31=0; eta32=0; eta33=1;

oe

o\°

[

% Die 3 Komponenten der 3 Trainingsmuster x(p,Jj) des Eingangsvektors sind
gegeben durch

x1l = 1; x12 = 0; x13 = 1;

x21 = 1; x22 1; x23 1;

x31 0; x32 = 1; x33 = 0;

[

% Die Laufvariable der kmax Iterationsschritte sei k
kmax = 5;

% Die imax mal jmax Startgewichte w(i,j,1l)seien gegeben durch
wll(1)=0.5; wl2(1)=-0.5; wl3(1)=0.5;

w21 (1)=0.3; w22(1)=0.3; w23(1)=0.3;
w31l (1)=-0.3; w32(1)=1.0; w33(1)=-0.3;

oe

Fir Trainingslauf 3 verwenden wir als Startgewichte eine Matrix
aus lauter Einsen:

wll(l)=1; wl2(1)=1; wl3(1)
w21l (1)=1; w22 (1)=1; w23 (1)
w3l (1l)=1; w32 (1l)=1; w33 (1)

oe

o\°

1;
1;
1 .

’

o\°

o\°
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for k=1:kmax

o)

3 Erste Zeile

y1l(k) = wll(k)*x11l + wl2(
y21 (k) =
y31 (k) wll (k) *x31 + wl2(

’

’

k)
wll (k) *x21 + wl2 (k)
k)
)
)

£(1,1,k)=1/(l+exp(-yll(k))
£(2,1,k)=1/(1+exp (-y21(k))
£(3,1,k)=1/(1l+exp (-y31(k)));
Deltawll (k) = lambda* ((etall

k
k

£(1,1,k))*x11+(eta2l-£(2,1,k))*f

*x12 + wl3(k)*x13;
*x22 + wl3(k)*x23;
*x32 + wl3 (k) *x33;

-£(1,1,k))*E£(1,1,k) * (1~
(2,1,k)*(1-£(2,1,k)) *x21+ (eta3l-

£(3,1,k))*£(3,1,k)*(1-£(3,1,k))*x31);
wll (k+1) = wll (k)+Deltawll (k)

Deltawl?2 (k) = lambda* ((etall

£(1,1,k))*x12+(eta2l1-£(2,1,k))*f

-£(1,1,k))*E£(1,1,k) * (1~
(2,1,k)y*(1-£(2,1,k))*x22+ (etal3l-

£(3,1,k))*£(3,1,k) *(1-£(3,1,k)) *x32);

wl2 (k+1) = wl2(k)+Deltawl2 (k

Deltawl3 (k) = lambda* ((etall

£(1,1,k))*x13+(eta2l-£(2,1,k))*£(2,1,k)*

)7
-£(1,1,k))*£(1,1,k)*(1-
(1-£(2,1,k)) *x23+(etal3l-

£(3,1,k))*E(3,1,k)*(1-£(3,1,k))*x33);

wl3 (k+1) = wl3(k)+Deltawl3 (k

% Zwelte Zeile

y12 (k) = w21l (k)*x11 + w22 (k)
y22 (k) = w2l (k)*x21 + w22 (k)
y32 (k) = w2l (k)*x31 + w22 (k)
£(1,2,k)=1/(1+exp (-y1l2(k)));
£(2,2,k)=1/(1l+exp (-y22(k)));
£(3,2,k)=1/(1l+exp (-y32(k)));
Deltaw2l (k) = lambda* ((etal2

£(1,2,k))*x1ll+(eta22-£(2,2,k))*£(2,2,k)*

)7

*x12 + w23 (k) *x13;
*x22 + w23 (k) *x23;
*x32 + w23 (k) *x33;

-£(1,2,k))*E(1,2,k) * (1~
(1-£(2,2,k))*x21+ (eta32-

£(3,2,k))*£(3,2,k) *(1-£(3,2,k)) *x31);

w21l (k+1l) = w2l (k)+Deltaw2l (k

Deltaw22 (k) = lambda* ((etal2

£(1,2,k))*x12+(eta22-£(2,2,k))*£(2,2,k)*

)7
-£(1,2,k))*£(1,2,k) *(1-
(1-£(2,2,k)) *x22+ (eta32-

£(3,2,k))*E(3,2,k)*(1-£(3,2,k)) *x32);

w22 (k+1) = w22 (k)+Deltaw2?2 (k

Deltaw23 (k) = lambda* ((etal2

£(1,2,k))*x13+(eta22-£(2,2,k))*f

)7
-£(1,2,k))*£(1,2,k) *(1-
(2,2,k)*(1-f(2,2,k))*x23+ (eta32-

£(3,2,k))*E(3,2,k)*(1-£(3,2,k)) *x33);
w23 (k+1l) = w23 (k)+Deltaw23(k);

$ Dritte Zeile

y13 (k) = w3l (k)*x11l + w32 (k)
v23 (k) = w3l (k)*x21 + w32 (k)
v33 (k) = w31l (k)*x31 + w32 (k)
£(1,3,k)=1/(1l+exp(-y13(k)))
£(2,3,k)=1/(1+exp (-y23(k)));
£(3,3,k)=1/(1+exp(-y33(k)));
Deltaw31l (k) = lambda* ((etal3

’

£(1,3,k))*x11l+(eta23-£(2,3,k))*£(2,3,k)*

*x12 + w33 (k) *x13;
*x22 + w33 (k) *x23;
*x32 + w33 (k) *x33;

-£(1,3,k))*E(1,3,k) * (1~
(1-£(2,3,k)) *x21+ (eta33-

£(3,3,k))*E(3,3,k) *(1-£(3,3,k)) *x31);

w31l (k+1) = w31 (k)+Deltaw3l (k

Deltaw32 (k) = lambda* ((etal3

£(1,3,k))*x12+(eta23-£(2,3,k))*f

);
-£(1,3,k))*f£(1,3,k)*(1-
(2,3,k)*(1-£(2,3,k)) *x22+ (eta33-

£(3,3,k))*E(3,3,k)*(1-£(3,3,k)) *x32);

w32 (k+1) = w32 (k)+Deltaw32 (k

Deltaw33 (k) = lambda* ((etal3

£(1,3,k))*x13+(eta23-£(2,3,k))*f

)7
-£(1,3,k))*f£(1,3,k)*(1-
(2,3,k)*(1-f(2,3,k))*x23+ (eta33-

£(3,3,k))*E(3,3,k)*(1-£(3,3,k)) *x33);

w33 (k+1) = w33 (k)+Deltaw33(k

[

% Fehlerberechnung

)7
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E (k)
£(3,1,k)) "2+ (etal2-£(1,2,k)) "2+ (eta22-£(2,2,k)) "2+ (eta32-
£(3,2,k))"2+(etal3-£(1,3,k)) "2+ (eta23-£(2,3,k)) "2+ (eta33-£(3,3,k))"2);

= 0.5*((etall-£f(1,1,k))"2+(eta21-£(2,1,k)) "2+ (eta3l-

wll
wl2
wl3
w21l
w22
w23
w3l
w32
w33

(
(
(
(
(
(
(
(
(

) 1)
) 1)
) 1)
) 1)
) 1)
) 1)
) 1)
) 1)
) 1)

) 1)
) 1)
) 1)
) 1)
y22)1)
) 1)
) 1)
) 1)
) 1)

num2str (y33

end

disp(['wll = ' num2str
disp(['wl2 = ' num2str
disp(['wl3 = ' num2str
disp(['w2l = ' num2str
disp(['w22 = ' num2str
disp(['w23 = ' num2str
disp(['w31l = ' num2str
disp(['w32 = ' num2str
disp(['w33 = ' num2str

disp (' ');

yll = £(1,1, kmax);

yl2 = £(1,2,kmax);

yl3 = f£(1,3, kmax) ;

y21 = £(2,1, kmax) ;

y22 = £(2,2,kmax);

y23 = £(2,3,kmax) ;

y31 £(3,1, kmax) ;

y32 £(3,2, kmax) ;

y33 = £(3,3, kmax) ;

disp (' ");

disp(['f(yll) = " num2str(yll
disp(['f(yl2) = " num2str(yl2
disp(['f(yl3) = ' num2str(yl3
disp(['f(y21l) = ' num2str(y21
disp(['f(y22) = " num2str
disp(['f(y23) = " num2str (y23
disp(['f(y31l) = " num2str(y31
disp(['f(y32) = ' num2str(y32
disp(['f(y33) ="

disp(' ");

disp(['E = " num2str(E)])

Trainingslauf' 1

Wir sehen hier, daB sich die Gewichte auch nach 5 Iterationen kaum geéndert haben.

wll 0.5
wl2 = -0.5
wl3 =
w2l =
w22 =
w23 =
w3l = -0.3
w32 =1

w33 = -0.3

5
3
.3
3

o O O O
. . e

0.4994
-0.5
0.4994
0.30045
0.29951
0.30045
-0.30002
1.0003
-0.30002

0.49937
-0.49967
0.49937
0.30057
0.29908
0.30057
-0.30011

1.0005

-0.30011

0.49927
-0.4995
0.49927
0.30067
0.29882
0.30067
-0.30015
1.0006
-0.30015

0.49922
-0.49938
0.49922
0.30073
0.29865
0.30073
-0.30019
1.0007
-0.30019

0.49918
-0.49929
0.49918
0.30077
0.29854
0.30077
-0.30021

1.0008

-0.30021

Der Vergleich zwischen Soll- und Ist-Ausgabeneuronen weist im Rahmen der MeBgenauigkeit
kaum Abweichungen auf.

etall=0.731;
etal2=0.646;
etal3=0.354;

f(yll)
f(yl2)
f(yl3)

0.73075
0.64599
0.35426
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eta21=0.622; f(y21) = 0.62224
eta22=0.711; f(y22) = 0.71097
eta23=0.599; f(y23) = 0.59877
eta31=0.378; f(y31l) = 0.37769
eta32=0.574; f(y32) = 0.57411
eta33=0.731; f(y33) = 0.7312

Die Fehlergenauigkeit liegt unterhalb der dritten Dezimale.
E = 4.8051e-07 2.9299e-07 2.3244e-07 2.0623e-07 1.9452e-07

Trainingslauf 2

Dieser Trainingslauf wird mit deutlich gréBeren Abweichungen zum Sollwert durchgefiihrt.

wll = 0.5 0.54138 0.5435 0.54914 0.55255 0.555
wl2z = -0.5 -0.5 -0.52155 -0.53297 -0.54134 -0.54712
wl3 = 0.5 0.54138 0.5435 0.54914 0.55255 0.555
w2l = 0.3 0.33927 0.31482 0.30324 0.29565 0.29064
w22 = 0.3 0.42274 0.46413 0.49539 0.51648 0.53073
w23 = 0.3 0.33927 0.31482 0.30324 0.29565 0.29064
w3l = -0.3 -0.2462 -0.26835 -0.26895 -0.27275 -0.27474
w32 =1 1.0694 1.0757 1.0905 1.0987 1.1051

w33 = -0.3 -0.2462 -0.26835 -0.26895 -0.27275 -0.27474

Die Neuronen der Diagonalelemente feuern, wenn wir die Aktivierungsschwelle > 0,75 setzen.

etall=0.8; f(yll) = 0.75122
etal2=0.6; f(yl2) = 0.64366
etal3=0.4; £(yl13) = 0.36691
eta21=0.6; f(y21) = 0.63732
eta22=0.8; f(y22) = 0.75171
eta23=0.6; £(y23) = 0.63488
eta31=0.4; f(y31) 0.36788
eta32=0.6; f(y32) 0.62632
eta33=0.8; f(y33) = 0.75002

Der Fehler des Verfahrens ist immer noch verschwindend gering.
E = 0.011634 0.0083397 0.007674 0.0073988 0.0072728

Trainingslauf 3

Fiir Trainingslauf 3 kann die Aktivierungsschwelle > 0,5 gesetzt werden, weil der zweitgrofite
vorkommende Wert bei 0,5 liegt. Die nachfolgenden Gewichte ergeben sich nach der 100. Ite-

ration.

wll = 1.4285

wl2 = -5.8358

wl3 = 1.4285

w2l = -1.3878e-17
w22 = -2.3592e-16
w23 = -1.3878e-17
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w3l = -3.1705
w32 = 2.9836
w33 = -3.1705

Bei diesem Lauf sehen wir, dafl das mittlere Ausgangsneuron nicht mehr feuert, wenn die Ak-
tivierungsschwelle auf iiber 0,51 angehoben wird. Das liegt jedoch nicht am Programm, son-
dern daran, daB3 die Soll-Ausgangswerte zu weit von den Ist-Ausgabewerten entfernt sind. Wiah-
rend die Ausgangsneuronen 1 und 3 bei 100 Iterationen immer noch groBer werden als 0,9,
andert sich am Wert von Ausgangsneuron 2 nichts mehr, die Iteration lauft plateauméBig aus.
Das ist eine bekannte Schwéche neuronaler Netze, die nur durch eine geeignete Wahl der Start-
werte vermieden werden kann.

etall=1l; f(yll) = 0.946
etal2=0; f(yl2) = 0.5
etal3=0; f(yl3) = 0.002
eta2l1=0; f(y21) = 0.048
etal22=1; f(y22) = 0.5
eta23=0; f(y23) = 0.034
eta31=0; f(y31l) = 0.003
eta32=0; f(y32) = 0.5
eta33=1; f(y33) = 0.952

Der anfingliche Fehler ist ziemlich grof3, auch wenn er sich im Laufe von 5 Iterationen auf ein
Viertel verringert. Viel kleiner wird er allerdings auch bei noch so vielen Iterationsschritten
nicht.

E = 2.262 1.5798 0.63431 0.54088 0.49485
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