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Aufgabe: Betrachten wir zwei sich schneidende Kreise mit unterschiedlichen Radien und ge-
meinsamer Tangente. Berechnen Sie das Verhiltnis der Bogenldngen vom Schnittpunkt des
jeweiligen Kreises mit der Tangente zum gemeinsamen Schnittpunkt.

Losung: Sei d, der Abstand zwischen den beiden Schnittpunkten der Kreise mit der gemein-

samen Tangente an die Kreise. Dann sind
b=Rg¢, und b,=R,p,

die gesuchten Bogenldngen, deren Verhéltnis zu bilden ist. Dabei ist ¢, der Winkel zwischen
der x-Achse und einer Geraden durch den Mittelpunkt des kleineren der beiden Kreise sowie
jenen der beiden Schnittpunkte, der den kleineren Winkel mit der x-Achse einschlieft.! Der
Winkel ¢, sei der Winkel zwischen einer zur x-Achse parallelen Geraden im Abstand 7 und
einer Geraden durch den Mittelpunkt des Kreises mit dem groBeren Radius sowie den soeben
definierten gemeinsamen Schnittpunkt (wie in Abb. 1 dargestellt).

Y

—

Abbildung 1. Zwei sich schneidende Kreise mit bis zu zwei sich ergebenden Schnittpunkten

Die Schnittpunkte der beiden Kreise erhalten wir, indem wir zunéchst die quadratischen Terme
eines der beiden Kreise mit dem Radius des anderen Kreises eliminieren und so auf eine Gera-
dengleichung kommen, die durch beide Schnittpunkte geht. Seien £ und 7 die Koordinaten

des Mittelpunkts des groferen der beiden Kreise mit dem Radius R,. Aus

(x=&’+(y—n)’=R, bzw. x*+)y’ =R}

! Dieser sollte nach Mbglichkeit im ersten Quadranten liegen, obwohl das keine zwingende Voraussetzung ist.
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Mathematikaufgabe 79

folgt nach entsprechender Auflosung eine Geradengleichung, die wir zur Bestimmung die y-
Koordinaten der beiden Schnittpunkte verwenden konnen:

y =i(§2 +n7° - R; +R12)—éx.
2n 7
Diese Geradengleichung setzen wir zur Eliminierung der y-Koordinate in die Gleichung des
kleineren der beiden Kreise ein und erhalten somit eine quadratische Gleichung, deren Losun-
gen die beiden Schnittpunkte angeben:

2
[1+(’g—zsz—%(52+772—R22+R12)>r+412(§2+772—R22+R12)Z—Rl2 =0.
n n n

Mit der Notation
ax’* +bx+c=0

erhalten wir die Koeffizienten zu

2
a:1+§ b:—%(§2+772—R22+R12), c= (§2+772—R22+R12)Z—R12.

e
n 7 4n?
Seien nun

=R —-R, und 75=d,

die Mittelpunktkoordinaten des groBeren Kreises. Damit vereinfachen sich die Koeffizienten

zu
a:1+(Rl_—2R2)2’ b:_(Rl_RZ)_le(RIZ_RZ)z’ c:d_()z_Rle_i_Rlz(Rl;Rz)z.
dO do 4 d()

Die beiden Losungen sind damit gegeben durch

_—bi\/bz—4ac

X = )

2a

wobel mittels

_ )2 + 4R1 (Rl - R, )3 n 4R12 (Rl -R )4
S 7

fiir die Diskriminante folgt:

Vb —4dac :\/4R1R2 ~d;.

Fiir Werte d, <2,/R/ R, ergeben sich damit die folgenden Losungen:
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(Rl _Rz)dg + 2R1(R1 _R2)2 idoz\/4'R1R2 _dg )

1
E d(? + (Rl - Rz )2

Xip =

Im entarteten Grenzfall d, = 2,/R R, verschwindet die Wurzel und es gibt nur einen Schnitt-
punkt bei
1 doz(Rl _R2)+2R1(R1 _R2)2

X=—

2 d(f +(R1 _R2)2

>

dessen x-Koordinate positiv oder negativ sein kann, je nachdem, ob

dy<\2R(R,—R) oder d,>.2R(R,—R).

Fiir d, =0 gibt es nur eine Losung fiir x = R, und ¢, =0. Der kleine Kreis liegt in diesem Fall

vollstdndig innerhalb des groferen und beriihrt diesen nur in einem Punkt.

Betrachten wir nur Losungen fiir Winkel zwischen 0 und 7/2, so muf} x positiv sein und es

mul} gelten:

(R —R,)d; +2R (R —R,) +d2\J4RR, —d; >0

bzw.

3 2 4
4RR,—(R,—R) >d? - 4R, (R;; R) Ll (124_ k)
0 0

Dividieren wir durch das Abstandsquadrat d;;, so ergibt sich nach einiger Umformung

R (R YRR RY(R .\ R(R Y
PR LN RN S PSR LR
R \R a2 a'\ R d*\ R

Somit erhalten wir fiir R, =2R, die Abschitzung

2 4 6
R—12+4R—£‘21+4R—16,
0 0 dO

fir R, =3R, die Relation

2 4 6
8R—lz+32R—1421+64R—16
dO dO dO

und allgemein fiir R, =nR, mit z = R, /d, den Ausdruck

f(z,n)= (4n—(n—1)2)22 +4(n—1)324 —4(11—1)426 -1=0.
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Die Funktion f(z,n) ist fiir verschiedene Werte von n in Abb. 2 dargestellt. Der Fall n =1 ist
ein Sonderfall und besitzt nur eine Losung bei z=1/2. In Einheiten des Abstands der Kreis-
mittelpunkte in Tangentenrichtung hangt die Nullstelle nur vom Verhéltnis der Kriimmungs-
radien und vom Verhiltnis des eigenen Kriimmungsradius zum Abstand der Kreismittelpunkte
in Tangentenrichtung ab:

Bereich 0 < ¢, < w2 als Funktion von R,/R,

10

E
n=1
8 n=2[]
o n=3
6 n=4[]
4
) _
S —
& \
2 | \
4 ! \
6 \
s ! |
-10 ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

z=Ry/d,

Abbildung 2. Gleichung zur Bestimmung der Schnittpunkte zweier Kreise anhand einer Nullstellensuche

Damit liegt der positive Schnittpunkt bei

R(R -R,) +d:\|RR,—d}/4—(R,—R)d}/2
dy +(R - R,) '

X =

In relativen Einheiten gilt

2 2 2
X _ ! RifR () (R 1dy 1R
R, R [ R, Jz d:\ R R 4R 2(R '

Fir R, =nR, und

ZI&Z !

gilt
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mit lim x, = R,. Klar ist, daB} es fiir z < 1/(2\/; ) keine positiven Losungen gibt. Im minimalen

n—x0

reziproken Abstand

R 1

z . =

g 2m-1)

der sich aus der Winkelforderung < /2 ergibt, ist

L N A U

R, n+1 R, n+1
Dieses Ergebnis hiangt nur vom Verhiltnis der beiden Kriimmungsradien ab. Bei gleichen
Kriimmungsradien ist

mdo g Ko 5o
4R} R, R} 2R
Im Grenzfall R, /d,=1/2 istalso ¢, = 7/2. Bei einem Verhiltnis R, =2R, gilt
X _ 1 5 Zer1/2—L2—l .
R 1+z 4z 2

Die Losungen sind dabei eingeschréinkt auf R, /d, > 1/(2\/5). Im minimalen reziproken Ab-
stand z . =1/ J2 st

X 2y 1 1 °
===, %=/ und = arctan —= = 35,3°.
R \3 R \3 4 V2

Bei einem Verhiltnis R, = 3R, gilt

R I I Y S
R 1+4z 4z

Die Losungen sind dabei eingeschrankt auf R, /d, > 1/(2\/5). Im minimalen reziproken Ab-

stand z; =1/2 ist

X3 1 Y3

1
3 , —~=— und = arctan(1) = 45°.
PR N T et

Das Maximum der Funktion f(z) fiir konstantes » finden wir durch Differentiation von

f@)=(an—(n=1P > +4(n-1§ z* —4(n—1)'z° -1
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nach z. Das Ergebnis lautet
f(@)=2l4n—(n-1F p+16(n—1§2* —24(n—1)'*

Durch Nullsetzen der Ableitung und Kiirzen von z und einigen konstanten Termen verbleibt

eine quadratische Gleichung in z°:

12(n -1y z* —8(n—1)z° PR L

(n-1)

Mit der Abkiirzung ¢ = z* und den Koeffizienten

a=12(n-1f, b=-8n-1), c=1-

(n -1y

lautet die Losung fiir n > 1

—b++b* —4ac

2a

411,2 =

Substituieren wir wie gehabt das Verhiltnis der Kriimmungsradien mit #, so finden wir fiir die
positive Wurzel den Ausdruck

8(n=1)+64(n—1F —4ac 1 1 12n
o= 24(71—1)2 - 3(n—l)[1+5 l+m}

Das Maximum der Funktion f'liegt fiir » =2 bei
7
z,=¢, = \E =1,08
fiir n=3 bei
=G = [1 ENT) j 0,66

und fur n =4 bei

1 / 1 / 16
= =—,1+—=.]1+— =0,5.
24 \/?4 3 5 3

Der Wertebereich der erlaubten Kriimmungsradien hat noch einen oberen Grenzwert, den wir
dadurch bestimmen koénnen, dal3 wir die Nullstellen der Funktion

@) =(an—(n=1P > +4(n-1§ z* —4(n—-1)'z° -1
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auswerten. Mit der Abkiirzung ¢ = z* erhalten wir fiir n > 1 eine kubische Gleichung in z” :

s v )

mit den Koeffizienten

a=4(n-1y, b=-4n-1), c=1-

Die Normalform dieser Gleichung lautet

Substituieren wir
-
= + — ,
y=6+3
gelangen wir zur reduzierten Gleichung
‘+py+q=0 mit —S—lr2 und —£r3—lrs+t
y +tpy+gq P 3 q 77 3 .

Setzen wir in diese die Koeffizienten r, s und 7 ein, so ergeben sich die einfacheren Ausdriicke

RN S U 7 R 14 27 36n
b 12(n—1  (n-1y 1 108(n—1P\ n-1 (n-17)

Die Determinante ist negativ,

o=(5)+{4) sy [(anj N, J[lﬁ”“

d.h. es gibt drei reelle Losungen, von denen uns nur der komplexe Hauptzweig interessiert, weil

die beiden anderen Losungen konjugiert komplex zueinander sind:

y =23/ pcos(p/3),

wobel
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3 3
2 1 1 12n
= |- = |— 1
P27 \/363 (n—l)é( +(n—1)2J

Q= arccos(— i} = arccos ! on __ 27 -1
2p 363/z)(11—1)3 (n—l)2 n—1 '

Mithin ist

SN P

-1

und

Die Nulldurchgédnge ergeben sich wie in der Zeichnung fiir n=2,3,4 zu

z, =/, =1,366,
z, =4J&, = 0,809,

¢, =0,6076.

Aus der y-Koordinate folgen fiir die Winkel zwischen der Geraden durch den Schnittpunkt und
den jeweiligen Ursprung des entsprechenden Kriimmungskreises und der x-Achse bzw. einer
dazu parallelen Geraden im Abstand d,, die Ausdriicke

@, = arcsin 2 und @, = arcsin M

1 2

Mit den Beziehungen

2 2
L= l—x—2 und =y _R|d_ -
R, R R, R,

ergibt sich

x’ R |d x’
=arcsin [l ——— bzw. =arcsin| —| 2 — [1-—|]|.
R " R\R VR

Verwenden wir in diesen Ausdriicken die Abkiirzungen R, =nR, und z = R, /d,,, so folgt wei-

ter

X, 1[1 X2
=arcsin _{1——2 bzw. =arcsin| —| ——_[1—=2 ||,
“ R12 P2 n\z Rl2

wobel
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X 1 2 5 1 n—1
e = (n-1 n—— -2
R 1+(n—1)222((n Jzayn 4z 2 J

In der folgenden Tabelle sind die minimalen und maximalen Grenzwinkel sowie der wahr-
scheinlichste Winkel in Abhéngigkeit von der Variablen z angegeben:

n| Zuyin z Zyax | Prmin ? Pinx | Povx Po Poyin | D/ D,
210,707 1,08 1,366 |353° 224° 17,6°|24,7° 158° 12,4°|0,709
31 05 0,66 0809 45° 33° 26,6°|255° 189° 1522° (0,583
410,408 0,5 0,608 |50,8° 40,2° 32,5°|24,8° 19,8° 16,1° | 0,508

In Féllen, wo es darauf ankommt, den Schnittpunkt von jedem Tangentenpunkt aus moglichst
schnell zu erreichen, miissen die Variablen » und z so optimiert werden, daf3 sich ein moglichst
glinstiges Verhéltnis fiir b,/b, ergibt. Vom Verhéltnis der Geschwindigkeiten héngt es ab, fiir

welches n wir in den fiir uns giinstigen Bereich kommen
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