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Aufgabe: Beweisen Sie, dafl die Mischungsentropie durch darwinistische Selektion nicht ab-,
sondern zunimmt und begriinden Sie, warum Erbkrankheiten nicht immer aussterben, auch
wenn die Betroffenen sich nicht fortpflanzen.

Losung: Seien p, und ¢, die relativen Haufigkeiten zweier Allele ein und desselben Gens, die
der Forderung p, + ¢, =1 geniigen. Die totale Wahrscheinlichkeit, aus der sich die partikuldren

Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der verschiedenen Genotypen ergeben, ist nach Hardy
und Weinberg gegeben durch

PO = (p+4).

Substituieren wir p = p, und g =g¢, und zerlegen die Gesamtwahrscheinlichkeit durch Aus-

multiplizieren in Teilwahrscheinlichkeiten, also

PU=(p+q) =p*+2pg+q’,

so erhalten wir mittels der Substitution p =1—¢ die drei Beitrige

PV =(1-q),
Pﬂ(l) -,
P =2(1-q)q,

wobei P die Wahrscheinlichkeit, da zwei gesunde Allele aufeinandertreffen, angibt, P;”
die Wahrscheinlichkeit fiir das Aufeinandertreffen zweier maligner Allele in homozygoter
Form und P" die Wahrscheinlichkeit fiir das Aufeinandertreffen eines gesunden und eines
malignen Allels in heterozygoter Form. Vermischen sich nun zwei Populationen derart, daf3 die
Allele p, und g, nur in der ersten, die Allele p, und g, nur in der zweiten Population auftreten,
so gilt fiir die Mittelwerte p, bzw. p, und g, bzw. g, der Mischpopulation die Gesamtwahr-

scheinlichkeit

F(Z) = (ﬁl + ql)z(pz + ‘72)2
= Pi P> +2P4,P; + D54, + 25,4, D, +4DP,q,0,4,
+2D,0,q; + D1 G +2D,4.9, +G.G;-
Diese 1d6t sich wie oben in die drei Beitrdge

—=2-=2

P? =plp;,
P® = plgl + Bigl + 25,4,G) +25.3,G7 + 332
I)}/(Z) = 251‘71?22 + Zﬁzq_zﬁlz + 4]_7161]32‘?2
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Mathematikaufgabe 51

zerlegen, wobei P'” fiir den reinerbigen Genotyp mit zwei nicht-malignen Allelen steht, Pﬁ(z)

fiir die reinerbigen Genotypen mit mindestens einem bis maximal zwei malignen Allelen und

Pym fiir die mischerbigen Genotypen mit einem oder zwei malignen Allelen.

Seien nun N, und N, die absoluten Groen der Populationen 1 und 2 und N =N, + N, die

absolute Bevolkerungszahl der Mischpopulation. Wir nehmen ohne Beschriankung der Allge-
meinheit eine vollkommene Durchmischung an. Dann sind die Mittelwerte der relativen Héu-
figkeiten der malignen Allele in den beiden Populationen gegeben durch

~_ Nag g - _ Ng _q

Q= N T, N A

N +N, 277

N, +N, 2

b

wihrend sich die Mittelwerte der nicht-malignen Allele wie folgt ergeben:

N1p1+N2:p1+1 — _NI+N2p2:p2+1

N+N, 2 0 PPTTN TN, T2

1

Beide Populationen seien also vor ihrer Vermischung in bezug auf ihren jeweiligen Anteil an
malignen Allelen gleichwertig, d.h. ihre jeweiligen Frequenzen p, und ¢, fiir i =1, 2 miissen

wegen p, +q, =1 gleich sein:

- _ 1
(q‘:%Eq)A(pIZPZEp) = (%:%:%j/\(plzpzz%zl—%}

Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir den reinerbigen nicht-malignen sowie die rein-
erbigen malignen und mischerbigen Genotypen vereinfachen sich damit zu

R =",
B? =2p°q +4pq° +q’,
B =4p'q+4p'q’.

Durch die obigen Transformationen kdnnen diese drei Teilbetrége rein rechnerisch in Abhén-
gigkeit von nur einer Variablen dargestellt werden:

w3 () (-3 1) )
w3 (-]

Wenden wir das beschriebene Verfahren sinngemif auf drei sich ideal vermischende Bevolke-
rungen an, wobei das jeweilige maligne Allel in nur jeweils einer Population vorkommt, so
lautet die Gesamtwahrscheinlichkeit
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PO =(p+q) (P +3.) (P, +7.)
Multiplizieren wir dieses Produkt aus, so erhalten wir 27 verschiedene Terme:

PO =(p+q) (P + @) (P, + T )
—2—-2-2 —2-2— — —2-—-2-2 — — =22 - — —2— — — — —2-2
= P, PiDs 2D, Py Psqs + Py Dyqs +2pq,p; Py +4DP4,D5 Psq; + 20,4, P45
+4, Dy Dy +2G P> Dsds + G P> G5 +2D,G, P, Ps + 4D, Prd, D3G5 + 2P0, D, G
+2G,' P,0,qs + Pids Ds + 2P0 G Pyds + P 4> @ +2004,d; Ds +4P41d5 P4
+2P.G,3,G5 + 39, P +24,0; DsGs + 4, 3: 4 »
die wir wie gewohnt zerlegen:

F(3) —=2=2=2
a

=P PrP;>

P =G’ p;p; + 4, Pib + G Py P>
+ 247 D3 PsGs + 235 Py Piy + 2G5 i Prds + 245 DG-Ds + 2G5 D35 Pr + 235 P s
+ 4G, DG, D59, + 4% D:3: PG + 4G P P2ds + 4% Ps + >G5 P + 3591 P>
+24.3; P3Gy + 26,4 Py, +2359, PrG + 4.9, G »

P =2p! p; pygs +2P,G, P> Ds +2D; PrdPs
+ 41_71q_11_72q_2ﬁ32 + 41_712172‘]2173‘]3 +4D,q,D, Ps9; +8P,4,D,9, P95

Fiir die Mittelwerte gelten sinngemil geringere relative Haufigkeiten:

7 - Na,  _a 7, - Nag, a4 7 - Ngs  _ a4

" N+N,+N, 3~ 7 N+N,+N, 3> 7 N+N,+N, 3
bzw.

_ _Np+N,+N; p+2 _ N+N,p+N, p,+2 _ p;+2

NN AN, 3 0 P N aN N, 3 0 PT

die aber, wenn wir weder eine Population begiinstigen noch benachteiligen, zu folgenden Mit-
telwerten flihren:

(q1=q2:q3Eq)A(p1=p2=p3Ep) = (‘?1:q_z:‘?3:%)/\(1_71:ﬁ2:ﬁ3:1_%]-

Setzen wir gleiche Mittelwerte in obiger Gleichung gleich, so erhalten wir

P =p",
P? =3p'q* +12p°q’ +15p°7" +6pg° +q",
PP =6p°g+12p'7” +8p°7".
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Nur zu Rechenzwecken eliminieren wir die GroBBe p derart, dal wir einen Ausdruck erhalten,

der nur noch von g abhéngt:

6
PO = (1 - 1)
a 3 2
4 2 3 3 2 4 5 6
(-] o - 50
3)\3 3)3 3)\3 303 3
5 4 2 3 3
g ol 458
4 3)3 3)\3 3)3
Allgemein konnten wir nun so fortfahren und beliebig viele Populationen unter gleichen Be-

dingungen miteinander vermischen, woraus sich eine Gesamtwahrscheinlichkeit ableiten 1a6t,
die sich wie folgt darstellt:

P =(p+3)(p+a)..(p,+3,)

Mit der Setzung
pEplszZ...:anP und ql:qZZ"':anq
folgt allgemein
g =a = . — +n-1
q1:q2:"':qn:2 und plzpzz...:pn:p—zl_g.
n n n

An den Néherungen der drei niedrigsten Binomialentwicklungen

4 6
PV =(1-q) ~1-2q, E‘”:(l—%) ~1-2g, 1_353):(1—%) ~1-2¢

erkennen wir, da3 sich fiir die nte Binomialentwicklung fiir kleine Werte von ¢ die folgenden
konstanten Ausdriicke ergeben:

2n 2n—1
1301(”) = (1 - gj ~ 1 - 2% E(n) = 21’1(1 — zj (gj ~ 2Qa [_?;") ~ 0
n n n

Daran sieht man auch, dal3 eine beliebig grole Vermischung bei niedrigen Frequenzen von ¢
keinen greitbaren Vorteil mehr besitzt, weil die Homozygoten des malignen Allels aussterben,

genauer gesagt nimmt die Wahrscheinlichkeit I_)ﬂ(”), daB} sich zwei maligne Allele zu einem

pathologischen Genotyp zusammenfinden, praktisch auf null ab. Die Wahrscheinlichkeit 137(”)

fiir einen heterozygoten Ubertriger des malignen Allels pendelt sich hingegen auf einen statio-
ndren Wert von doppelter Allelfrequenz ¢ ein, wihrend die Wahrscheinlichkeit fiir einen unbe-
lasteten Homozygoten dazu komplementér ist. Die Allelfrequenzen dndern sich also fiir kleine
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g kaum mehr, weil es keine Homozygoten mehr gibt, die das Allel ¢ in seiner letalen Form
zweimal besitzen und der Verlust eines Heterozygoten bewirkt, dal von jeder Allelsorte eines
entféllt, was die Allelfrequenz als solche nicht signifikant dndert. Dieser Beweis geht wie folgt:

Seien p und ¢ die beiden relativen Haufigkeiten vor einer Deselektion des Allels g und N,
bzw. N, die zugehdrigen absoluten Haufigkeiten, die addiert N ergeben. Dann sind absolute

und relative Haufigkeit nach einem Ausscheiden von n Heterozygoten aufgrund der Selektion

gegeben durch
N, —n N, —n
=—=£ und g=—1
P=N "on 17N 2n

Diese Grofen sind fiir n << N, annéhernd konstant. Die Frequenz g bricht nur ein, wenn 7 in
die GroBenordnung von N, kommt. Da die Wahrscheinlichkeit fir die Entstehung von Hete-

rozygoten bei kleinen Frequenzen ebenfalls nicht sehr grof ist, wiirde der Riickgang der Al-
lelfrequenz im Laufe vieler Generationen nur sehr langsam erfolgen, aber die Erbkrankheit
wiirde nach endlicher Zeit immerhin aussterben. Beides zusammen liefert den Grund, warum
Erbkrankheiten haufig nicht vollends aussterben, sondern mit einer niedrigen, aber dennoch
deutlich von Null verschiedenen Frequenz erhalten bleiben. Die Entropie nimmt durch die dar-
winistische Selektion demnach keineswegs wieder auf den Wert ab, den sie vor der Mutation
besall, sondern sie stellt sich, wenn auch nur geringfiigig, auf ein etwas hoheres Niveau ein. Mit
jeder neu hinzukommenden Mutation sprich Erbkrankheit nimmt die Entropie folglich noch
weiter zu.

0,8 /
0,6 /

/ —Pb(1)
0,4 ~ Pb(2)

/ g // Pb(3)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Pb(n)

Abbildung 1. Wahrscheinlichkeit fiir eine nur homozygot auftretende Erbkrankheit

In Abb. 1 ist die Abhingigkeit der Wahrscheinlichkeit, von einer Erbkrankheit betroffen zu
sein, gegen die Frequenz des malignen Allels aufgetragen. Wéhrend diese Wahrscheinlichkeit
fiir hohere Allelfrequenzen, also im Bereich der Inzucht, mit stirkerer Vermischung sehr stark
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abnimmt, tut sich unterhalb von 10 % fast nichts mehr, weil diese Wahrscheinlichkeit in jeder
noch so vermischten Population nahezu auf null absinkt.

' |
0,8 Ni ~
_ 06 N \\
= \ ———1-Pb(1)
= 0,4

N e 1-PD(2)

\ 1-Pb(3)
0,2

Abbildung 2. Wahrscheinlichkeit keine homozygote Erbkrankheit zu bekommen

Abb. 2 zeigt die inverse Wahrscheinlichkeit, nicht von einer Erbkrankheit betroffen zu sein. In
einer Mischpopulation hat man demnach eine deutlich groBere Chance, nicht zu erkranken, was
aber eigentlich nur ein Umkehrschluf3 zu oben ist. Bei kleinen Allefrequenzen fallen die Unter-
scheide nicht mehr gravierend ins Gewicht.

1 A
0,8 -
0,6 -
[
= e Pa(1)
o
0,4 - e Pa(2)
Pa(3)
0,2 -
o T T T T L
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q

Abbildung 3. Wahrscheinlichkeit, nicht an einer dominant-rezessiven Erbkrankheit zu erkranken

Wenn also sowohl die homozygote als auch die heterozygote Form der Erbkrankheit klinisch
auffallig sind, dann hat man nach Abb. 3 im dominant-rezessiven Erbgang fiir hohe Frequenzen
in der Mischpopulation eine grofBere Wahrscheinlichkeit, gesund zu bleiben, als in einer unver-
mischten. Die Wahrscheinlichkeit, nicht zu erkranken, steigt, je mehr Homozygote sich nicht
fortpflanzen, weil die Allelfrequenz des malignen Allels dabei sinkt.
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Abbildung 4. Wahrscheinlichkeit fiir die heterozygote Ubertragung einer Erbkrankheit

Abb. 4 zeigt die Wahrscheinlichkeit, eine Erbkrankheit heterozygot zu iibertragen. Sie besitzt
im unvermischten Fall ein Maximum bei 0,5, bei zwei sich vermischenden Populationen ein
Maximum bei 2/3 und bei drei sich vermischenden Volkern ein Maximum bei 0,75. Bei hohen
Frequenzen des malignen Allels steigt bei vielen sich vermischenden Erbkrankheiten auch die
Zahl der heterozygoten Ubertriiger, unterhalb von 10 % Allelfrequenz verhalten sich gemischte
Populationen dagegen unterschiedslos. Wie verhilt es sich nun mit den Allelfrequenzen, wenn
nur die heterozygote Form pathologisch ist?

1 -
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Abbildung 5. Wahrscheinlichkeit fiir eine dominant-rezessiv auftretende Erbkrankheit

Sind homozygoter und heterozygoter Phianotyp gleichermafen pathologisch, so stirbt eine Erb-
krankheit definitiv nach endlicher Zeit aus und es bleiben nur die Rezessiven iibrig, denn die
Frequenz des malignen Allels nimmt immer weiter ab und die Entropie geht damit gegen null.
Gemail Abb. 5 nimmt die Zahl der Erbkranken auch mit der Zahl der vermischten Gene ab. Da
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dieser Form von Erbkrankheit ein schnelles Aussterben beschieden ist, kommt sie auch nur
selten vor.

An diesen Beispielen sieht man auch, warum eine Erbkrankheit nicht ausstirbt, wenn sie nur in
homozygoter Form wirksam ist. Denn durch die heterozygoten Ubertriiger, die selbst keiner
Selektion unterliegen, entstehen immer wieder neue Homozygoten, selbst wenn die Wahr-
scheinlichkeit dafiir nur im Prozentbereich liegt. Man braucht also nicht eigens zu epigeneti-
schen Erklarungsversuchen greifen, weil die Genetik selbst das Phdnomen der Erbkrankheiten
ausreichend erklart.
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