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Aufgabe: Beweisen Sie, da3 zunechmende Armut erst durch Wachstum entsteht?

Beweis: Wir nehmen an, da3 Arm und Reich ein symbiotisches Riuber-Beute-System be-
schreiben, bei dem die Reichen die Armen ausbeuten und immer reicher werden, wihrend die
Besitzlosen (wie im Kapitalismus) zunehmend verarmen, oder umgekehrt die Armen die Rau-
ber sind und den Reichen (wie im Sozialismus) alles wegnehmen. Nachfolgend zeigen wir,
daB3 das spezifische Rauber-Beute-System »Arm und Reich« ohne Wachstum in einer Singu-
laritit verharrt, wo weder Arm noch Reich jeweils zu- oder abnehmen kénnen. Interne Uber-

gange sind jedoch moglich und auch zuldssig. Sei aso N, die Zahl der Reichen und N, die

Zahl der Armen. Dann lauten die Lotka-Volterra-Gleichungen, welche unser Riuber-Beute-
System beschreiben:

Nl :k1N1 _k12N1N2’
N, =k21N1N2 _k2N21

wobei k, der natiirliche Zuwachs an Reichen (ohne Wechselwirkung mit den Armen) ist und
k, der natiirliche Schwund an Armen, k,, der Riickgang der Reichen aufgrund einer Wech-
selwirkung mit den Armen und k,, der Zuwachs der Armen aufgrund einer Wechselwirkung
mit den Reichen. Es kann also jemand entweder zu den Reichen oder zu den Armen gehéren,

wo die genaue Grenze zwischen beiden liegt, ist fiir die Aufgabenstellung irrelevant. Die Ge-
samtzahl an Reichen und Armen bleibe jedenfalls im betrachteten Zeitraum konstant, d.h. im
wachstumsfreien Zustand gelte

N,+N, =N,
Damit muf} automatisch die Ableitung gleich null sein:

N,+N, =0.
Somit kénnen wir die beiden Rauber-Beute-Gle chungen addieren und null setzen:

klNl _kzNz +(kzl _k12)N1N2 =0.

Losen wir die Relation N, + N, = N, nach N, = N,— N, auf und setzen diesen Ausdruck in
die erste Differentialgleichung ein, nimmt diese die Form

Nl = klNl_klZNl(NO_Nl)z k12N12+(k1_k12No)N1

an, die nur noch von einer einzigen Variablen abhingt. Ahnlich verfahren wir mit der zweiten
Differentialgleichung, so dal wir im Endergebnis schreiben kénnen:

].\'/1 = k12N12 +(k1_k12N0)N17
N, = _k21N22 _(kz _kleo)Nz-
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Es handelt sich hierbel um zwei entkoppelte Bernoullische Differential gleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten. Am Vorzeichen der quadratischen und linearen Terme kann man be-
reits erkennen, dal3 die beiden Ableitungen entgegengesetztes V orzeichen aufweisen, dal3 also
entweder die Rauber zunehmen, wihrend die Beute abnimmt, oder umgekehrt. Nun kénnen

wir noch versuchen, mit Hilfe der Beziehung N, = -N, und N, = N, - N, die erste Differen-
tialgleichung in die zweite zu tiberfithren. Wir erhalten die dquivalenten Ausdriicke

Nz = _k12N22 _klNl +k12NoN2’
N, =~k N? —k,N, +k N,N,.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt
ky,=ky, und kN,=k,N,.

Das gleiche Ergebnis erhalten wir, wenn wir mit Hilfe der Beziehungen N, =-N, und
N, = N,- N, die zweite Differentialgleichung in die erste iiberfithren. Schneller hitten wir
das Ergebnis haben konnen, wenn wir in der Gleichung

klNl _kzNz + (k21 _k12)N1N2 =0

beide Koeffizienten gleich Null gesetzt hitten. Zur Losung der Bernoullischen Differential-
gleichungen fithren wir diese mit Hilfe der Transformationen

Nl:Ni N
1 2

in die linearen Differentialgleichungen

dN. -
dAtl = _(kl - klZNO)Nl - k12’
dc]i\;z = (kz —ku N )Nz +hky

iber. Diese Gleichungen konnen durch Trennung der Variablen integriert werden:

dn, - =—dt bzw. an, - =dt,
(kl - klZNO )Nl + k12 (kz - kleo )Nz + k21

uns zwar sind die bestimmten Integral e gegeben durch

N1(0) (k klZN )N +k12 0 N,(0) (k kle )N +]‘721 'c[

Damit erhalten wir als Ergebnis unserer Integration die Ausdriicke
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_ N,(0) — _
kl 12°'0 2 21°'0

L linf(ky = Ny )R+ A S =~ und ﬁﬂ ((k, ~ kN I, + ki 12 =

bzw.

In (kl _klzNo)Nl(t) +k12

A (kz_kleo)Nz(t)"‘kzl _(kz_kmNo)t-
(kl_k12N O)N 1(0) +k12

=—(k,—k,N,)¢t und In . B
(1 12 0) (kz—k21No)N2(0)+k21

Eine Umkehrsubstitution fiihrt zu den gesuchten Losungen des Riuber-Beute-Systems:

(kl — klZN 0 )N 1 (O)
ky, — k;,N,(0) )e_(kl_klzNO)t — kN, (0)

Nl(t) = (

(kz — k21No )Nz (0)

N,(t) = = - .
’ (kz - ]‘721]\'71(0))6(162 ko)t _ kN, (0)

Noch elementarer lassen sich die Integranden

5 N, =kpdt und —; an, = —k,,dt
Nl _(No_kl/klZ)Nl Nz_(No_kz/k21)N2
durch Partialbruchzerlegung auf die einfacheren Integrale
Ni(1) le B 1 Ny(1) le - Ny(t) le
N1(0) Nl2 - (No - kl/klZ )Nl (No - kl/klZ) N;(0) Nl - (No - kl/k12) N1(0) N1

etc. zuriickfithren. In diesem Fall kommt man bei der Integration ohne Transformation aus,
denn

Ny(7) dN Ni(7) dN
1 1

N,(0) Nl_(NO _kl/klz) Ny(0) N,

= [I n(Nl - (No o kl/klZ))_ In Nl]Nl(t)

N.(0)*

Die Losungen sind klarerweise identisch zu den obigen. Im Grenzfall sehr langer Zeitraume
gehen diese in die Néherung

NN () = Ny % bzw. limN, (1) = N, — 2
t—0 1 0 k t—>0 2 0 k
12 21

iiber. Unser eingangs angestellter Koeffizientenvergleich liefert dann die zeitunabhingigen
Losungen

N=—Te N und N,=—F
k +k, k,+k,
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welche die Normierungsbedingung N, + N, = N, erfiillen. Setzen wir diese Losungen in das
System

].\'[1 = k12N12 +(kl _klzNo)Nr
N, = _k21N22 _(kz _kleo)Nz

ein, so erhalten wir die Ableitungen zu

kl + kz - klZNO
(ky+k, |
N, = i, Ftke —kas
(ky+, )

Nl :klkz 0

o*

Diese miissen aus besagten Griinden identisch verschwinden, ferner muf3

sein. Damit ist gezeigt, dal die Gleichung

k21 — k12

(ky+

identisch erfiillt ist. AuBerdem gelten wegen

N, +N, = kk, N

kl = klzNz(t) = k12N2 (0) und kz = k21N1(t) = kZlNl(O)
die Relationen

Nl(t):No—:—l bzw. Nz(t):NO—]];—Z Ve,

12 21

womit gleichermalen gezeigt ist, da die Summe der beiden Losungen

N+ N, () = 2N, — -t _ ke _ o _Faths _
12 21 12

konstant bleibt, d.h. eine gleichbleibende Populationsgrofie gewihrleistet ist, was zu beweisen
war. Unter der Annahme zeitabhingiger Losungen verharren also sowohl die Rauber- als auch
die Beutepopulation ohne echtes Wachstum dauerhaft in einer Singularitat. Sowie auch nur
Wachstum einsetzt, etwa durch eine geringfiigige Stérung des Gleichgewichts, beginnen bei-
de Populationen um ihren Fixpunkt zu oszillieren. Jeder Versuch, dieses System zwangsweise
zu dndern, fithrt daher entweder zu steigender Armut bei gleichzeitig steigendem Reichtum
oder miindet in einen vollig ungeordneten Gleichverteilungszustand, der gesellschaftlich aber
nicht tragfahig ist, weil er unterschiedslos alle ins gleiche Elend stiirzt. Andererseits birgt un-
kontrolliertes Wachstum natiirlich uniibersehbare Gefahren, weil es die Gesellschaft spaltet.
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Das Festhalten am Status quo ist also die einzig vertretbare Gesellschaftsform der Zukunft,
was im ibrigen auch in volligem Einklang mit dem Energieerhaltungssatz steht, wonach
schidliche Energieformen in einem Potential minimum verharren sollen. Eine Beispiel popul a-
tion aus 300 Reichen und 700 Armen ist graphisch in Abbildung 1 veranschaulicht.

Konstante Rauber-Beute-Populationsdichten
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Abbildung 1. Wachstumsbegrenztes Rauber-Beute-System »Arm und Reich«
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