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Aufgabe: Losen Sie die Lotka-Volterra-Gleichungen fiir ein Rauber-Beute-System und
diskutieren Sie die Losungen.

Losung:
Die LotkaVolterra-Gleichungen lauten:

dN.
dtl = Ny(&, = 7:N,),

dN, _

di _Nz(gz _72N1)- )

Darin sind N, und N, die zeitlichen Ableitungen der GroBe der Beute- und Réuberpo-
pulation, & >0 die Wachstumsrate der Beutepopulation im ungestérten Fall, ¢, >0 die
Sterberate der Réauber, wenn keine Beute vorhanden ist, y, > 0 die Frefirate der Rauber
pro Beutelebewesen, die gleich der Sterberate der Beute pro Réuber ist, und 7, >0 die

Wachstumsrate der Réuber pro Beutetier. Diese Gleichungen sollen nun gelost werden.
Dazu multiplizieren wir die erste Gleichung mit », und die zweite mit y,,

dN. dN
72d_tl:7251N1_7172N1N2’ 717;:_7182N2+7172N1N2- (2)

Addieren wir die beiden Gleichungen, kommen wir zu der Form:

dN, dN.
72d_t1+717t2:7281N1_7182N2- )
Multiplizieren wir die erste Gleichung (1) mit ¢,/ N, und die zweite mit ¢, /N,, erhalten
wir die Ausdriicke

& dN, _ & AN,
N, dt N, dt

=—6E, + 7,6V, 4)

die wir addieren, um den konstanten Term zu eiminieren:

g, dN, & dN,
—2—+ 2L —2=y.eN, —1&N,.

N, dt N, di V261N = V1651V, (5)
Die Gl. (3) konnen wir von der Gl. (5) subtrahieren, womit wir den Ausdruck

g, dN, & dN, dN, dN,
N t —72 N
N, dt N, dt dt dt

=0 (6)
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erhalten. Dieser liefert integriert die Potentiafunktion
¢(N11Nz)EgzlnN1_72N1+51|nN2_71N2:C- (7)

Dietotale Ableitung dieser Funktion muB identisch verschwinden:

da N. N _8¢(N1,N2)le 6¢(N1,N2)dN2
¢Ny, N, )= +
dt ON, dt ON, dt g
g dN. & dN. ®
(L2, |4 &, |92 g
= 72 + 4! =
N, dt N, dt

Multiplikation mit d¢ und anschlieBende Division durch dN, fiihrt auf eine Exakte Dif-
ferentialgleichung:

d¢(N11 Nz) — 8¢(N1, N2)+ 6¢(N1, Nz)sz =p(N1, N2)+q(N1, NZ)dNZ =0 (9)

dN, ON, ON, dN, dN,
mit
& &.
p(Nl’Nz):le_%; q(Nl' Nz):i_ﬂi (20

fiir deren Existenz die notwendigen und hinreichenden Bedingungen

ap(Nv Nz) _ aQ(Nll Nz)
ON, ON,

(11)

erfiillt sein miissen. Die Auflosung der Gl. (9) unter Einsetzen der Gleichungen (1) liefert
die Losung des Differential gleichungssystems:

dN, _p(Nl’Nz)zﬂgz_Vle

p— . 12
dN, q(Nl’NZ) N, & —-nN, (12)
Die Integrationskonstante ist gegeben durch
C =¢&,InN,(0) - »,N,(0) + & InN,(0) — 7,N,(0). (13)

Darin sind x, = N,(0) und y, = N,(0) die Anfangswerte der beiden Populationen. Die
vier positiven Konstanten definieren wir fiir das Weitere neu:

a=sg,, b=y
1 71 (14)
c=¢g, d=y,.
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In der neuen Notation ist die Konstante des V ektorfeldes damit gegeben durch
C=clnx,—dx,+alny,—by, (15)
und die Potentialfunktion lautet allgemein:
¢(x,y)=c|nx—dx+a|ny—by. (16)

Zur Extremwertbestimmung bilden wir die partiellen Ableitungen

opxy) _c_ . OPny) e OPny) _,
ox x on? x? 0yox ’ (17)
0p(xy) _a _,. O¢(xy)_ a. 0¢(xy) _
v oy 0 vy oxdy
Das Gleichungssystem
0xy) _c_,_go 0px.y) _a_, o (18)
ox X oy y
hat as einzige Losung
C a
=— und =—. 19
Xo p Mo b (19)

An der Stelle der Losung haben die partiellen Ableitungen die folgenden Werte:

‘2?% =L T =2 "’(o, ¥o) = ¢(xo,yo> 0. (20)
c oy a

Damit ist die Funktional determinante

dZ
-— 0 d2b?
D(xg,30)=| ¢ b2 =?>0- (21)
o -2
a

Die Potentialfunktion ¢ hat also an der Stelle (x,,y,) €in relatives Extremum. Weil die
zweite partielle Ableitung nach x in (x,,y,) kleiner als Null ist, hat die Funktion ¢ dort

ein relatives Maximum. Im diesem Punkt wird die Losung singuldr. GroBer kann also die
Integrationskonstante nicht werden. IThr Maximalwert ist gegeben durch
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Cmax ZC(lnE—lj'i‘a(an—lj, (22)

ihr minimaler Wert hingegen muB3 groBer Null sein, da andernfalls entweder Réduber oder
Beute aussterben, d.h. es muB3 gelten: « >5 und ¢ > d, wihrend iiber die Relation zwi-
schen a und ¢ bzw. » und d nichts ausgesagt wird. In der nachfolgenden Abbildung sind
Niveaulinien simuliert fiir a =20, ¢=d, »=0,05 und 4 =0,03.

|i|||‘i’f|‘|’|i‘|‘|‘i‘|‘|‘|‘l‘|i‘|‘|mnm\lm\lnulnmnmn\

Dadie Losung des Vektorfeldes eine Konstante des Potentials ist, muf3 mit den Definitio-
nen x, = N,(¢,) und y, = N,(t,) zwischen Vorginger- und Nachfolgevektor gelten:

—dx

C|nx n+l

n+l

+a|nyn+l_byn+l=6|nxn_dxn+a|nyn_byn' (23)

Wir fassen nun die logarithmischen und linearen Terme jeweils zusammen und bringen
ales auf dielinke Seite:

cln(1+ x’”;—_x”j— d(xwl —xn)+ aln(1+ y”*; y”) b(yn+l —yn)z 0. (24)

Fiir kleine Differenzen kdnnen wir den Logarithmus in eine Taylorreihe entwickeln und
nach dem zweiten Glied abbrechen:
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c|:x”+1 — X —l(x’”l _zx” )Z}—d(xml —x”)+ a{ynﬂ —X, _l(yml _yn)z
X 2 X

n n Y 2 yf i| (25)
~b(y,,1—»,)=0.

Fassen wir die linearen Terme zusammen, erhalten wir den tibersichtlicheren Ausdruck

= (ym—yn)z+[b—iJ(yn+1—yn)+ =

C
2_-);5 2_x5(xn+l - xn )2 + [d - x_](xn+l - xn) = 0’ (26)

n n

den wir auf Hauptachsen transformieren, womit wir die linearen Terme zum V erschwin-
den bringen:

2 2 2 2
a(—y”” — —(1—%D + c[—x”“ — X —( —&n = a(l—%j + c(l— dx”j . (27)
Y, a X, c a c

Fir die anschlieBende Variablentransformation ziehen wir die Konstanten unter die Qua-
drate und erhalten

Y a X

(\/5 e ] (1— bLDZ " (\/Z Xpa =X, _ \/2(1_ dx, DZ

! (28)
2 2
{2 ]
a C
Mit den Substitutionen
— xn+l _xn . — d‘xn .
g=vetal; oo o1- L)
" A (29)
nE\/Zyn+l yn’ UOE\/;]-_L
Y a
erhaten wir eine einfache Kreisgleichung:
- +n—nf =& +ni=r. (30)

Man muB nun nicht etwa die quadratische Gleichung |6sen, denn mittels der Relation

X

n

=gl Xea T _ S g (31)
a_byn 770

konnen wir diesen Ausdruck in Linearfaktoren zerlegen:
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4 2£1+ 5—02] =466, (32)

0

welcher neben der trividlen Losung & =7 =0 die beiden Losungen

fo_tm . dac(l-by,/af (1_@)
E24ne™  all-by, /a)f +c(l-dx, /c) c) )
450 40\/;(1 dxn / C) b y n
n= 20 = 2 7| 1=—"
50 +770 (1_byn/a) (1_ dxn/c) a
besitzt. Gl. (33) enthilt zwei Fixpunkte der Bewegung, ndmlich
c a
x =— und =_, 34
=7 =3 (34)

Aus den Definitionen fiir £ und 7 erhalten wir die Rekursionsformeln fiir x,,, und y, .,
die allein von ihrem Vorgéinger abhiangen:

_ & _ 4a(l-by, /a) (l—ﬁ)
X, Je a(l-by,/a) +c(d—dx,/c) ’

yn+1 — yn L 4C'(1— dxn /C)Z (1_ %j
v, Ja a(l—byn/a)2 +c(1—dxn/c)2 a

(35)

Das ergibt aufgel 6st die Relationen

x,ﬁlx,,{lw( dxnj|:1+£[ dxnjz[l_%jz}} (36)
C a C a

und

Y= yn{1+ 4(1-’%){“%(1_ bznj ( dzn j } } (37)

Natiirlich hatte man die y-Koordinate auch aus der Steigung

(38)
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des V ektorfe des bestimmen konnen:

(X, — X, ) (39)
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