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Aufgabe: Unter welchem Winkel in Azimut und Elevation muf3 ein bewegtes Objekt am Bo-
den aus der Luft betrachtet werden, um es so friihzeitig wie moglich erkennen und identifizie-
ren zu konnen? Legen Sie zur Vereinfachung einen Quader mit der Lange «, der Breite » und
der Hohe ¢ zugrunde. Welcher Punkt mu3 angeflogen werden, wenn sich das Flugzeug iiber
ebenem Terrain in einer Hohe /£ =1000 m {iber Grund befindet und seine Flugflache beibe-
halten werden soll? Geben Sie die expliziten Werte fiir einen Quader mit den konkreten Ab-
messungen a =5m, b=4m und ¢ =3m an. Wie dndern sich die Werte, wenn das Flugzeug
das Objekt auf einer Kreisbahn durch diesen Punkt umrunden soll?

Losung:
Unser Quader befinde sich mit einer Ecke im Ursprung eines rechtwinkligen kartesischen

Koordinatensystems (siehe Abbildung 1) und werde in Richtung der Koordinatenachsen
durch die drei Vektoren

d=(a,0,0)

b=(0,5,0)

¢=(0,0,¢)
aufgespannt.

x'-z‘-Ebene

x-y-Ebene ‘

Abbildung 1. Drauf- und Seitenansicht eines Quaders in einem gestrichenen und einem unge-
strichenen Koordinatensystem

Gemaf Abbildung 2 zerlegen wir den Korper in seine Flachenelemente und ordnen jeder in
Blickrichtung sichtbaren Teilflache einen Normalenvektor 7 zu, der betragsmiBig der GroB3e
dieser Flache entspricht. Die gesehene Flache erhalten wir dann aus dem Skalarprodukt eines
jeden der drel Normalenvektoren mit dem Vektor in Blickrichtung.
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Zunichst entwickeln wir die Einheitsvektoren des im Objekt verankerten ungestrichenen Sy-
stems nach Komponenten des mit der Kamera fest verbunden gestrichenen Systems:

€, = CoS@ Coste, —singe, — CospsSinde.,

! !
€, =SiNgCcosle, +cospe, —Sinpsinge.,

€. =sinée’ + cosée!.

!

4 a=ae,
b =be,
¢ =ce,

n, =bxa

X y

a
n, =cxb
axc

=[p xd| +[axe|+[exb)

Abbildung 2. Zerlegung der Oberflachen eines Quaders in Vektorprodukte

Zur Bestimmung der Richtungskosinusse bilden wir die Skalarprodukte

|

-él =cospcosy; e -é, =—sing;, e -é. =—Ccospsing,
-é, =singcosy; €, -é/ =CoSp; €, -é.=-Snpsing,

-el’=sing, e, =0 é.- el =coso,
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Q)

®

Il

Q

N

womit wir auf folgende Transformationsgleichungen kommen:

x' = xC0S@CosO + ysingcosh + zsing,
y'=—xSing + ycose,
z'=—xCospsind — ysinpsing + z coso.

Diese konnen iibersichtlicher in Matrixschreibweise dargestellt werden:

X cospcosf  sinpcosd  sinf |\ x
y'|=| -sne CoSsQ 0O |y|
z' —cospsing —singsing cosé |\ z
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Mit Hilfe dieser Transformation konnen die Basisvektoren des aufgespannten Parallelepipeds
im gestrichenen System berechnet werden:

cospcosf  sinpcosd  sind \a a CoS¢ Ccos6
!

a'=| -—-9gng Cose 0O |O|=|-asSne ,
—cospsingd —singsing cosé )\ 0 —acospsing

cospcosd  sinpcosd  sind (0 bsingcoso
bcose ,

—

b'=| -—sing CoSQ 0O |b
—cospsing —singsind cosé |\ 0 —bsingsing

cospcosf  sinpcosd  sind \(0 csing
¢'=| —-sneg CosQ 0O |[0|=|0
—cospsing —singsing cosé )\ ¢ ¢ Cos6

Damit konnen wir nun die Kreuzprodukte von simtlichen auf den Seitenflachen des Paralle-
lepipeds senkrecht stehenden Normal envektoren im System des Sensors bestimmen:

r ! r_r H
wa. —bla, —absing
! = r ! r !
b'xa' =|bla —-ba |= 0 :
b.a, —ba. —abcose
a,c. —a.c, —acsingcosd
a'xc'=|dc —-dc |=| —accosp |
a.c,—a.c, acsingsing
1! 1!
c,b. —cb, —bccosg cosd
¢'xb'=|cb —cb |= besing
cbl —cb bccospsing

Die Projektionen dieser Flachen in Blickrichtung, die definiert ist durch den Normalenvektor
im gestrichenen System 7 =¢/, erhaten wir aus den jeweiligen Spatprodukten, deren Abso-
lutbetrage aufaddiert die gesamte projizierte Querschnittsflache unseres Quaders ergeben:

§=[6xa) i+ (@ xe) il + [ x5)

1! 1y’
+ ‘cybz —c.b,

r ! r ! r ! r !
b.a. — bzay‘ + ‘aycz —a.c,

= |- absing|+ |- acsinpcosé| + |- be cosp cosb).

Wir differenzieren nun die Flache

S =absing + acsSing cosé + bc coSep cosH
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im Intervall [0, 7/2], wobei wir die Absolutbetrige weglassen konnen, nach ihren beiden
Variablen und berechnen die partiellen Ableitungen bis einschliellich zweiter Ordnung:

2
2—;=abCOS@—acSiﬂgpSiﬂ@—bcCOSgoSine; %:—absine—acsin(pcose—bccos(pcose;
oS . _ 0°S . _

%0 = acCOoS¢p CoSH — bcsing Ccoso; 507 =—acSN@Ccosl — bc CoSep COSH,

® ®

o°S . o 0%S . o
=—acCoSpsiné +bcsinpsing, =—acCoSpsSinNd +bcsinpsing.

0po6 060

Um die relativen Extrema dieser Funktion zu bestimmen, miissen wir die ersten partiellen
Ableitungen gleich Null setzen,

abcosl —acsinpsing —bccospsing =0,
ac Ccos@ cosk —bcsing cosd =0,

und nach @ bzw. ¢ auflésen. Damit erhalten wir die Lsungen

P = arctan%, 6, = arctan

-
NI

Um das Vorzeichen des Extremums zu bestimmen, muB noch die Funktionaldeterminante im
Punkt (6,, ¢,) berechnet werden:

o’S  0°S

00>  0¢po0
D(eo’%): 528 gfg (90’%)-

060  0p°

Ihre Elemente sind gegeben durch

2
%(90, @,)=—absing, — acsing, cosd — bc cosg, cosb,,
o°S .
a—(pz(ao, @) = —acSing, cosé, — bc cosp, cosh,,
0’S 0°S : L
54070(9(” 0)= %(6’0, @)= —acCcosg, Sin@, + besing,siné,.

Die darin enthaltenen Kreisfunktionen formen wir mittels der Losungen trigonometrisch um:

ab cNa® + b?

- 2,2 , 72 2 22; cost, = 2,2 722, 2 2
\/ab+bc+ca \/ab+bc+ca
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womit sich fiir die Funktionaldeterminante der folgende Ausdruck ergibt:

—\/azb2 +b%c? + c2a? 0
D(Qo’ %): bc? + c*a?

0 _
\/azb2 +b%c? + cPa? ‘

=b%c?*+c%a® > 0.

Wegen

o’S \/ 272 2 2 2 2
w(ﬁo,%):— a’b®+bc"+ca® <0

hat die projizierte Fliache

S(6,,0,) = absiné, + acsin g, cosH, + bc COSp, COSH,

im gestrichenen System an der Stelle (6,, ¢,) €in relatives Maximum. Setzen wir die oben

angegebenen Kreisfunktionen in diese Formel ein, erhalten wir einen Ausdruck, der einer
Erweiterung des Satzes des Pythagoras auf den dreidimensionalen Raum gleichkommt, wel-
cher besagt: Das Quadrat der projizierten Flache eines Quaders auf eine zur Blickrichtung
senkrechte Ebene ist gleich der Summe der Quadrate der drei sichtbaren Teilflichen dieses
Quaders:

S(6,,0,)= Ja?b? + b7 +c%a.

Dieser Ausdruck definiert als Schnittmenge zweier Flachen, einmal eines Kegels mit konstan-
tem Scheitelwinkel, der unserer Elevation entspricht, und zum andern einer Ebene senkrecht
zur x-y-Ebene, die konstanten Azimut besitzt, genau digenige Gerade im Raum, von deren
Punkten aus der Quader jeweils mit der groBtmdoglichen Querschnittsfliche gesehen werden
kann, und zwar unabhingig von der Entfernung des Objekts. Der Durchstopunkt durch die
Flugfléache ist dann genau derjenige Ort, an dem man das Objekt auf einer Kugel mit Radius
des Abstands am frithesten erkennt und identifizieren kann. Dieser Ort muB nicht derjenige
sein, der am schnellsten erreicht werden kann, um das Objekt identifizieren zu konnen, jedoch
geschieht dann die Identifizierung aus geringerem Abstand heraus, mit der Konsequenz, daf
man auch selbst frither erkannt und identifiziert werden kann. Bei festem 6, héangt die proji-

zierte Flache nur noch vom Azimutwinke ab, d.h.

@ + N + 5 (dsing + beosg)

\/azb2 +b2%c* + Pa?

S(p)=

Der Zylinder mit dem Konuswinkel 6, schneidet die Ebenen z =4 und ¢ = ¢, in genau zwei
Punkten (x,, v,, Z,) und (= x,, — y,, z,), Siehe Abbildung 3, wobei
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X, = P, COSQ, = htanf, cosy,,
Yo = PoSiNg, = htanf, sing,,

zy=h.

Die darin vorkommenden Winkel funktionen sind reine Funktionen von a, » und c:
sing, = — 2 tan 0,

b
e —————— ¢ — R —
Na® +b? a’ + b? cAa® + b?

Damit erhalten wir die kartesischen Koordinaten der Schnittpunkte

COSQ, =

Mit den Basisvektoren des aufgespannten Quaders
i=(50,0), »=(0,4,0), ¢=(0,0,3)

und der Hohe 4 =1000 m ergeben sich als Schnittmenge aler drei Flachen folgende Zahlen-
werte:

X, =1650,4m; y,=1813m; z,=1000m,;
Po=10412m ¢,=1513° 6, =462°.

Der geometrische Ort dieser Schnittpunkteist in Abbildung 3 dargestel|t.

Abbildung 3. Geometrischer Ort optimaler Identifizierungsbedingungen

Im allgemeinen Fall einer Bewegung um 360° im Azimut sind allerdings die VVorzeichen von
Sinus und Kosinus zu beriicksichtigen:

S(0, )= absing + ac cos|sing| + be cos|cosg).
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Da sich das Objekt im System des Sensors um die z'-Achse dreht, unterliegt auch die proji-
zierte Flache gewissen Schwankungen, die es noch auszuloten gilt. Zundchst dazu in Tabelle
1 einige typische Grenz- und Mittelwerte:

p=0> @=30° =45 @=60° ¢@=90°
f=0° [12m* 179m> 191m* 19,0m?> 15m?
0=30°|204m> 255m* 265m* 264m> 229m?
f0=45°|226m> 268m* 27,6m> 27,6m* 24,7’
0=60°|233m* 263m* 269nm* 268nm* 248m?
60=90°|20m 20m* 20m* 20m* 20nv

Tabelle 1. GroRe der projizierten Flache fiir einige reprasentative Werte beider Variablen

Zum Vergleich hat der maximale Querschnitt fiir 6, =46,2° und ¢, =51,3° eine Flache von
27,7 m2. Nun zeigen wir noch, daf3 die projizierte Flache fiir & =30° und 60° in allen Punk-
ten kleiner ist alsfiir 6,. Speziell fiir diese zwei Neigungswinkel gilt im Falle

0=30°: S(p)= %ab + %ﬁ(ac|si no|+ bc|003go|),

6=60°: S(p)= %ab - %@(adsi ne|+ belcosy|)

Fiir den durch die drei Basisvektoren a, b, ¢ aufgespannten Quader zeigen diein Abbildung
4 dargestellten Kurven fiir Winkel von 30°, 60° und 46,2°, daf3 die Gro3e der projizierten Fla-
che fiir nahezu alle Azimutwinkel weder von steileren noch von flacheren Elevationswinkeln
as g, tubertroffen werden kann.

Abhéngigkeit der Querschnittsflache von
Azimut- und Elevationswinkel
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Abbildung 4. Abhdngigkeit der Querschnittsflache eines Quaders der Dimensionen (5 x 4 x 3)
vom Blickwinkel in Azimut und Elevation

Somit wird auch verstiandlich, warum Greifvogel ihre Beute nicht {iberfliegen, sondern sie auf
sich zusammenziehenden Spiralen umkreisen: weil sie sie schneller identifizieren konnen.
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