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Aufgabe: In einem Land liegt die Geburtenrate mit 0,8 % pro Jahr niedriger als die Sterberate
von 1,1 % pro Jahr. Das Durchschnittsalter der Bevolkerung liege bei 46,1 Jahren, die

L ebenserwartung betrage 80 Jahre. Das Durchschnittsalter von Zuwanderern liege mit 35,2
Jahren deutlich niedriger als das der einheimischen Bevolkerung. Um die Zahl der
Beitragszahler in die sozialen Sicherungssysteme konstant zu halten, gleicht die Regierung
die riicklaufige Bevolkerungsentwicklung durch genauso viele Zuwanderer aus wie Geburten
fehlen.

Wie hoch miiite die Geburtenrate ohne Zuwanderung mindestens sein, damit sich das
Durchschnittsalter der Bevolkerung im nachsten Jahr nicht erh6hen kann?

Welches mittlere Populationsalter ergibt sich allgemein und konkret ein Jahr nach Beginn der
Z&hlung?

Um wie viele Jahre dtert die Bevilkerung durch den Zuzug von Migranten langsamer a's
ohne, und was bedeutet das fiir die sozialen Sicherungssysteme?

Losung: Das mittlere Populationsalter «; ist definiert als der arithmetische Altersmittelwert
aler N, zum Zeitpunkt ¢, lebenden Menschen im Land:

o1&
a, = ani(tl)

1i=1

wobei «,(t,) das Alter des i ten Einzelnen zur Zeit ¢ ist und Element der natiirlichen Zahlen,
d.h. @, €{0,1 2,3, ...}. Eswerde angenommen, daB zur Zeit ¢, keine Geburt stattfindet. Das
mittlere Populationsalter &, zur Zeit ¢, ist dann gegeben durch

1 &
a,= _Zaj(tZ)’

Nz J=1

wobei sich die Zahl N, zusammensetzt aus der Zahl N, der zum Zeitpunkt ¢, Lebenden
abziiglich der im Zeitraum [z, 7,] Gestorbenen N, plus den im gleichen Zeitraum Geborenen
N, ,dh.

g k)

N,=N,+N,-N..
Sel y =N, /N, dieGeburtenrateund o = N, /N, die Sterberate, dann gilt:
N, =N, + N, —oN, = N1+ y o).

Dasimtliche im Zeitraum ¢ € [z,, #,| Geborenen zur Zeit ¢, noch nicht das Alter 1 erreicht
haben, die im gleichen Zeitraum Gestorbenen zum Alter nichts mehr beitragen und die zum
Zeitpunkt 7, noch am Leben Befindlichen um 1 Jahr gealtert sind, also das Alter
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Q; (tz) =q; (tl) +1
erreicht haben, gilt
1
@ =7 > e, (6)+2).
2 j=1
Wir addieren nun das Alter der Gestorbenen dazu, um es anschlie3end wieder abzuziehen:
NY

=] Bale - S 1) - L - S

Jj=1

die Lebenserwartung, also das mittlere Alter all derer, die das nachste Jahr nicht mehr erleben
werden. Dann berechnet sich das nichste jahrliche Durchschnittsalter zu

__N@+1)-N (2, +1)
> N,+N,-N,

Damit sich das Durchschnittsalter im nachsten Jahr nicht erhohen kann, miissen wir fordern:
a, = a,. Durch Gleichsetzung mit obigem Ausdruck folgt fiir die Geburtenrate:

, s Ni-N(@+1-a) _1-ol@ +1-a)

No o,

Mit den Zahlenwerten der Aufgabe miiite die Geburtenrate bei mindestens 1,34 % liegen,
also um 0,54 % hoher sein als angegeben.

In relativen Einheiten schreiben wir das obige Ergebnis wie folgt:

_ _ag+l-ofa@ +1)
= :

l+y-0o

Mit den Zahlenangaben der Aufgabe erhaten wir daher im niachsten Jahr einen Anstieg des
Durchschnittsalters um 0,25 Jahre auf 46,35 Jahre.

Da o — y << 1, erhalten wir fiir das mittlere Populationsalter ndherungsweise den Ausdruck
@~ & +1-0(@ +1)+ (o~ y)am +1-o(@ +1)

Vernachléssigen wir auch noch Terme hoherer Ordnung, so erhalten wir vereinfacht
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a, zo_zl+1—a(0_cs +1)+(0'—}/)(071 +l).

Im Falle von Migration muB im Ausdruck fiir N, noch ein positiver Term N, fiir den
zusitzlichen Zuwachs hinzugefiigt werden:

N,=N,+N,-N +N,,.

In Raten ausgedriickt heifit das: N, = uN,, wobel x die Netto-lmmigrationsrate ist, in der
Auswanderer bereits beriicksichtigt sind. Daraus folgt:

N, =N, + N, —oN, + uN, = N1+ y —o + ).

die Zahl derer, die zwischen ¢, und ¢, eingewandert sind und zur Zeit ¢, das Alter o, (¢,)
hatten. Dann erhalten wir fiir das mittlere Populationsalter zur Zeit ¢, den Ausdruck

_ 1 _ Ak I N,(a; +1)-N.(a. +1)+ N (& +1
a; N Nl(al"'l)_zaj(tl)—Ns +Zak(t1)+ Nm}: 1(a1+]3 +]i](aiN )+N"(am ),
1 g s m

2 Jj=1 k=1

der in Raten ausgedriickt lautet:

_ a+l-ol@ +1)+ule, +1)
a, = :

l+y-o+u

Verwenden wir erneut die binomische Reihenentwicklung und brechen nach dem ersten Glied
ab, so ergibt sich ndherungsweise

a, ~a,+1-o(a, +1)+ u(@, +V)+ (o -y — u)a, +1-ola, +1)+ u(a, +1)]
Lassen wir in diesem Ausdruck Terme hoherer Ordnung weg, erhalten wir schliellich
@, = o +1-0(@ +1)+ (o -y - ul@ +1)+ u@, +1)
Ohne Migration (u = 0) lautete unser eingangs hergeleiteter Ausdruck
&, =a,+1-o(@, +1)+(c -y e +2)

Mit Netto-Immigration ergibt sich hingegen im Falle, da3 die Zuwanderer die zu niedrige
Geburtenrate ausgleichen, d.h. fir u=o—y:

a,=a,+1-ola, +1)+(c-y)a, +1),
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so daB3 wir die beiden Terme o; +1 und &, +1 gegeneinander abschitzen miissen. Falls die
Stammpopulation dlter ist als der Altersdurchschnitt der Migranten (al >a, ), SO verjiingt

sich die Gesamtpopulation nach einem Jahr mit den oben angegebenen Zahlen um 0,03 Jahre
auf 46,32 Jahre anstatt des Anstiegs auf 46,35 Jahre ohne Zuzug. Das sind aufgerundet 12
Tage im Jahr, um die sich die Uberalterung hinausschieben l4Bt.

Die Beitragszahler miissen also trotz Zuwanderung immer hohere Beitrige leisten, da die
Uberalterung in jedem Fall rascher voranschreitet, al's sie ausgeglichen werden kann.
Zuwanderung kann demnach die riicklaufigen Geburten nicht ersetzen und damit steigende
Beitragszahlungen auch nicht verhindern.
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