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Aufgabe: Beweisen Sie am Beispiel eines kannibalistischen R&uber-Beute-Systems, dafR jede
periodische Bewegung in zwei Dimensionen ein Rauber-Beute-System darstellt.

Beweis: Wir l16sen die Lotka-Volterra-Gleichungen fur ein Rauber-Beute-System, in dem Rau-
ber und Beutetiere derselben Spezies angehdéren! und die Zahl der Rauber zu jener der Beute-
tiere um 90 Grad phasenverschoben ist. Die Aufgabenstellung impliziert, daf3 irgendwann kein
ausreichendes Nahrungsangebot mehr fiir alle vorhanden ist und als R&uber diejenigen anzuse-
hen sind, die als die Starkeren den anderen die Nahrungsgrundlage entziehen, dadurch daR sie
sie Ubervorteilen und verdrangen. Man kann jene Rauber auch Ausbeuter oder Sklavenhalter
nennen und die Beutetiere mit abh&ngig Beschéaftigten vergleichen. Arbeitgeber und Arbeitneh-
mer benotigen sich gegenseitig, um zu Uberleben. Aufgrund der Ausbeutung und der Notlage
der anderen konnen sich die Rauber besser als die Beutewesen vermehren, denen durch Unter-
driickung die Lebensgrundlagen entzogen werden. Auch die Ehe ist ein solches Rauber-Beute-
System in Gesellschaften, wo die Frauen arbeiten missen und die Manner den Pascha spielen.

Sei N, (t) die Anzahl der Beutelebewesen und N, (t) die Anzahl der Réuber.

NZ

2N, -1

1 N, 2N,-1

Abbildung 1. Kreisformiges symmetrisches Rauber-Beute-System mit maximal moglichem Radius

Wirde die Veranderlichkeit der Populationen einer Kreisbahn folgen (siehe Abb. 1), kann die
Kreisgleichung nur bis zu folgendem maximalem Radius N, —1< N, gelten, weil nur dann si-

chergestellt ist, dal’ keine der beiden Populationen ausstirbt:

(N, =Ng )" +(N, =Ng )" = (N, -1)’.

! Beim Menschen wiirde man sagen: ,,Homo homini lupus est®, ,,Der Mensch ist dem Menschen ein Wolf“, aus
dem 1642 verfaBten Buch De Cive (Vom Biirger) von Thomas Hobbes.

Copyright © 2023, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 1


http://www.manfredhiebl.de/
http://www.manfredhiebl.de/Mathematik/mathematikaufgaben.htm
http://www.manfredhiebl.de/impressum.htm
mailto:Manfred.Hiebl@t-online.de
http://www.manfredhiebl.de/guestbook125661onetwomax.pdf

Mathematikaufgabe 173

Da der Radius konstant bleiben soll, mul3 auch die Kreisfrequenz & konstant sein, womit diese
Gleichung geldst wird durch eine Kreisbewegung um den Gleichgewichtspunkt (N,, N,):

N, (t)=Ng+(N,—1)coset, N,(t)=Ny+(N,—1)sinet.

Dabei sind die Ableitungen gegeben durch

dN,
dt

%z-g(No )sinst=—¢(N,~N,),

=&(Ny—1)coset=¢(N, —N,).

Das konnen wir wegen der Konstanz der Kreisfrequenz mittels

entsprechend umformen:

dN, =—Ni N, (N, = Ng ) dt = —7,N, (N, — N, )dt,

1

dN, :NiNZ(Nl—No)dt:yzNz(Nl—No)dt,

2

wobei 7, (N, —N,) die Sterberate der Beute ist undy, (N, —N,) die Reproduktionsrate der

Rauber. Damit entspricht y, der Sterberate der Beute pro Réuber undy, der Reproduktionsrate
der R&uber pro Beutelebewesen. Nehmen wir nun noch folgende Substitutionen vor,

& =7Ng, & =7,N,

dann folgen daraus die gekoppelten Lotka-Volterra-Gleichungen

dN
d_tl = _N1(71N2 _81) =& N, -7, NN,
dN
d_t2: N2(72N1_52) =-&N,+7,N;N,

in denen alle vier Raten zeitabhangig sind.? Die Beute wachst demnach unabhangig davon,
wieviel erbeutet wird, mit der natirlichen Geburtenrate &, und nimmt ab mit der Zahl y,N,
derer, die im Kampf um Nahrung getttet wurden oder zu kurz gekommen sind. Das bedeutet,
dal3 fur die Beute an sich ein ausreichendes Nahrungsangebot vorhanden wére, wenn sie sich
nicht als Folge eines tppigen Nahrungsiiberangebots zu stark vermehren wirde, was der Grund
dafur ist, daf? irgendwann Knappheit eintritt. Somit entspricht y,N, der Sterberate der Beute

pro Rauber mal der Zahl der Rauber. Die tatsachliche Sterberate ist also um so gréRer, je mehr

2 In den von Lotka und Volterra abgeleiteten Gleichungen sind alle Koeffizienten konstant.
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Rauber es gibt. Uberwiegt die Sterberate die Geburtenrate, so drohen die Beutewesen auszu-
sterben. Bei ihnen geht man davon aus, dal3 kein einziges eines natirlichen Todes stirbt, sondern
alle entweder im Kampf um Nahrung getotet werden oder aus Nahrungsknappheit verhungern.

Die Anderung der Rauberpopulation ist die Differenz aus deren Geburten- und natiirlicher Ster-
berate ¢,. Im Gegensatz zu den Beutewesen kdnnen die Rauber auch eines natirlichen Todes

sterben. Je mehr Beutewesen es gibt, desto besser konnen die Rauber mit der Rate y,N, Gber-

leben. Geht die Zahl der Beutewesen, die z.B. als Arbeitssklaven eingesetzt werden, zurick,
schwindet auch der Reichtum der Rauber und ihre naturliche Sterberate Giberwiegt. Dabei geht
man davon aus, dal3 die Rauber nichts selbst machen kénnen und voll auf ihre Beutewesen
angewiesen sind. Die Differenzen & —y,N, und y,N, —¢, kénnen also sowohl positiv als auch

negativ sein, je nachdem, ob die Zahl der Rauber oder der Beutetiere iberwiegt.
Durch die obigen Substitutionen kénnen wir zwei dieser Raten eliminieren, indem wir setzen:

N, _

dN
?—_7’1(t)N1(N2_N0)' L=

dt

Y2 ()N, (N, = Np).

Der Vorzeichenwechsel findet statt, wenn entweder die Rauber- oder die Beutepopulation den
Gleichgewichtswert Uberschreitet. Im Falle N, (t)=N, ist N, (t)=0, daher befindet sich dort

eine horizontale Tangente, und im Falle N,(t)=N, ist N,(t)=0, folglich ist die Tangente

dort vertikal. Es handelt sich jeweils um die Extremwerte der periodischen Bewegung in beiden
Raumrichtungen.

Wir formen nun entsprechend um und eliminieren y, und ¥, durch die Kreisfrequenz ¢ :

1 dN,
Nz_No N1

1 dN
—y, (t)dt=——5_dt, 2 _
7(1) N, (6 N,—N, N,

¥, (t)dt= dt.

Weil die GroRen im Nenner durch Ziehen der Quadratwurzeln aus der Kreisbewegung nur von
der jeweils anderen Population abhéngen,

N, = No = (N =1)° =(N, =N, ) = £,1-2N, + 2NN, = NZ,

N, —N, :i\/(NO ~1)" = (N, =N )* =+1-2N, + 2NgN, - N7,

fuhrt die Trennung der Variablen zu folgenden Differentialgleichungen

dN, B dN,

Fedt, = tedt.
J1-2N, +2NgN, — N2 J1-2N, +2NgN, — N2

Die entsprechenden Integrale sind elementar lésbar:

. 2ax+b
arcsin

dx 1
o S
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wobei
a=-1, b=2N,, c=1-2N,<0
und
A=4ac—b’ =-4(1-2N, + N7 ) =—4(1- N, )’ <O0.

Da die Phase bei unbestimmten Integralen keine Rolle spielt, wahlen wir

dN, N, - N,
J- =—alCC0S —————
JL-2Ng +2N,N, — N2 N, -1
und
J' dN, _arcsin Nz~ No_
JL-2Ng +2N N, - N2 N, -1

Setzen wir diese Stammfunktionen in die Integrale

dN,

dN,
I\/l—ZNO +2N,N, - N?

I\/1—2N0+2N0N2—N22

:$8I dt, = igj dt

ein, folgen fiir das obere Vorzeichen die Ausdriicke

N,—N . N,—N
arccos———2C =gt +¢, arcsin—2—2=L=¢t+q,
N, -1 N, -1

0 0

wobei ¢ eine Integrationskonstante ist. Nach Auflosung der Variablen ergibt sich fiir das Rau-
ber-Beute-System die um die Phase erweiterte Kreisbewegung:

N, (t)=N;+(N,—1)cos(et+¢), N,(t)=N,+(N,-1)sin(et+g).
ZweckmaRigerweise lassen wir unser Rauber-Beute-System mit ¢ = —7/2 beginnen. Dann gilt

N, (t) = Ny +(N, —1)cos(@—%j, N, (t) =Ny +(N, —1)sin(@—%j,

und es ist N;(0)=N, und N,(0)=1, d.h. die Beute ist im Gleichgewicht und es gibt genau

einen R&uber, den die Evolution hervorgebracht hat, damit die Beute nicht Gberhandnimmt.
Wenn die Pflanzenfresser namlich samtliches Griin aufzehren, sterben sie am Ende selbst aus.
So ist der Weltweisheit letzter Schlul.
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Das Auftreten eines Ré&ubers ist die Geburtsstunde des Rauber-Beute-Systems, welches mit
Phase | in Abb. 1 beginnt. Nach einer Viertelperiode T/4 hat die Beutepopulation ihr Maxi-

mum erreicht, es ist N, (T/4)=2N, -1 und N,(T/4)=N,, d.h. die Rauber befinden sich im
biologischen Gleichgewicht. Hier setzt die Phase 1l des Rauber-Beute-Systems ein.

Wahrend Phase | noch von beiderseitigem Wachstum gesegnet war, beginnt die Beutepopula-
tion von nun an abzunehmen, wahrend die der R&uber stark ansteigt. Am Ende hat die Beute
wieder ihren Gleichgewichtswert erreicht, wie es in der Natur eigentlich sein sollte, damit lang-

fristig keine Art berhandnimmt, und es ist N, (T/2) = N,, wahrend sich die Rauberpopulation®

im Maximum befindet, weil gilt: N, (T/2)=2N,-1.

Die folgende Phase 111 ist gekennzeichnet durch beiderseitigen Riickgang der Populationsstar-
ken, die Beute droht auszusterben, wahrend die R&uber nun ihrem Gleichgewichtswert entge-

genstreben, d.h. N, (3T/4)=1 und N,(3T/4)=N,.

In Phase 1V droht die R&uberpopulation ebenfalls auszusterben, wahrend sich die Beutepopu-
lation langsam wieder erholt und sie es nun ist, die ihrem Gleichgewichtswert entgegenstrebt,
den sie bereits zu Beginn des Zyklus einnahm. Natlrlich missen am Ende mindestens zwei
Individuen (berleben, damit sie sich fortpflanzen kénnen. Er reicht aber auch ein trachtiges
Multtertier.

Rauber-Beute-Systeme sind gegen ein Aussterben &uferst resistent, weil in der Natur eher sel-
ten der Fall ist, daR nur ein Exemplar einer Art Gberlebt. Meist findet die Evolution Lésungen,
da die Entropie eines Rauber-Beute-Systems nur im mathematischen Idealfall wieder auf Null
zuriickgeht, wahrend sie in Wirklichkeit ansteigt. Das Uberleben der am besten Angepaften
wird meist durch glnstigere Mutationen sichergestellt. Keine Art hort jemals auf zu mutieren,
da sie von ihrem Rauber faktisch dazu gezwungen wird. Somit scheint das Rauber-Beute-Prin-
zip auf alles anwendbar zu sein, was noch erhartet wird dadurch, dal} es in der Natur keine
magnetischen Monopole gibt. Die interessanteste Frage stellt sich jedoch, wenn man sich auf
die Suche nach dem Gegenpol des Universums macht. Welche periodische Bewegung spannt
das Weltall auf? Ist es der Austausch von Materie mit Antimaterie oder die Dualitat von Energie
und dunkler Energie, die zwangslaufig zu der Vorstellung fiihrt, dal3 auch das All ein geschlos-
sener Zyklus ist? Sind Raum und Zeit im Grunde Kreise, die aus sich selbst wieder hervorgehen.
Gibt es den Urknall eigentlich gar nicht oder wiederholt er sich lediglich, womit die Welt immer
wieder von vorne anfangt? Der ,,Great Reset** erscheint am Beispiel des sogenannten kanniba-
listischen Rauber-Beute-Systems am plausibelsten. Die Welt frif3t sich selbst auf,® aber sie iiber-
lebt dennoch in alle Ewigkeit und ohne jemals begonnen zu haben

ged

3 Im landlaufigen Sinn werden die Rauber als die Bosen bezeichnet, nur weil sie in der Natur ihren Zweck erfiillen.
4 Die neue Weltordnung, bei der die Entropie auf Null zurlickgesetzt wird, wird die alte sein.
> Wobei wir die Phasenverschiebung nicht sehen kénnen
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