Mathematikaufgabe 165
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Aufgabe: Berechnen Sie Oberflache und Trégheitstensor einer Rotationsellipsoidsphare homo-
gener Massebelegung.

Losung: Die Gleichung eines Rotationsellipsoids um die z-Achse lautet
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Die Flache des Ellipsoids berechnen wir anhand des Linienelements durch Rotation der Funk-
tion

r(z)=x2+y? :%\/CZ—ZZ

um die z-Achse:

S= ZnJc; r(z),/l+[r’(z)]2dz.

Die Ableitung der Funktion r(z) ist gegeben durch

r’(z):—E :

cJei_72

Damit ergibt sich folgendes Linienintegral,

a | a? 7’ a |
SZZH—I\/CZ—ZZ 1+ 2dz=2n—2j\/c“+(a2—cz)zzdz
cd c’c?-z ¢

c 4
a | c
:2n—2x/a2—c2j ———+17%dz,
c JVa*-c

das wir mit Hilfe einer Formelsammlung auswerten kénnen:

c
c 4 4 4 2 2
| ¢ 1 c c . a’-c’z
j ——+2°dz==2| 2, | 5 +7° +———arsilh————
va’-c 2| Va"-c a’-c c

—C

ac? c* a’-c?

= +— 2arsinh
Jai—c? a’-c c

Damit ergibt sich die Flache zu
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Das gleiche Verfahren kdnnen wir zur Bestimmung des Tréagheitsmoments um die z-Achse
anwenden:

Cc 3¢ > >
Ja =2ﬂGIr3(z) 1+[r’(z)]2dz=27w%jm3 1+i_2czz—z2dz

:27wi—jj(c2 —zz)\/c4 +(a2 —¢?)z%dz

—C

Nach der Auftrennung in zwei Integrale

3 c 4
a | ¢
J, =2rc—~a*-c’ J'(c2 ~2°)\ |+ 27z
c ’ a’-c
3 c 4 c 4
a | ¢ 1 | c
=20 —+a*-c’ j 5 2+zzdz——2jz2 ——+2°dz
c JVa’-c c?’ Va’-c

bendtigen wir ein weiteres Linienintegral, das ebenfalls elementar ausgewertet werden kann:

3
c 4 4
c 1 c
J.zﬂ/ ——+2tdz==| 2,/ +72°
a’-c 4| Na*-c

—C

-C

C
1 ¢t c* c’ . Wa*-c%z
Z\|— 2 arcsinh——=
a
—c

v
1 c'a’ 1 ct c? . JJa*-c?
- T 7| a+ arcsinh ——— |.
2 [2_c2 4 Ja?r_¢? a

a’-c? c?

2_C2 c

Insgesamt folgt

1 c? c? . a?-c*| 1 a°
J =2ncadd||1+= a+———arcsinh -=
2z 2 2 2 2
4a —-c a?—c? c 2a"—-c

Setzen wir die Oberflache ein, kdnnen wir das Tragheitsmoment in Abhangigkeit von der
Masse ausdricken:
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3, = 2raca?|[1+2 ¢ s 1 @ _ma?| 14+ ¢ 1 a 2ra
“ 4a*-c*)2ra 2a°-¢c° 4a°-¢> 2a*-c* S

(. 1 a® 4za® 1 c? [, 1 a® (4rxa® c?
=ma’|1-———j too g |Emat s 2 ||
4a“—c” S 4a°—-c 4a°—-c S a

Im Grenzwert ¢ — a geht dieses Tragheitsmoment in das der Kugelsphére iber. Um dies zu
zeigen, formen wir zundchst wie folgt um:

4ra’ 2a N 2a
s 2 2_o2 2 2 2 2 2°

a_}_ciarsinh\/aic a4+ C a —C _1 a —cC
3.2—(:2 c \/az_cz C 6 C3
2a 2a 1 2a la-c

= 2_ 2 = ~ 1+~

la’-c® a+cy_la-c a+cl 6 c

a+c—=
6 ¢ 6 c

2a 1 a®-c?
= 214> .
a+c 6c(a+c)
Man kann zeigen, daf

a? 2a (“1 az—ch c? a? a+c+a-c c? 1 a

a’-c*a+c(  6c(a+c) a’-c? @-c  a+c a’—c* 3c¢(a+c)

a’ c? la) a2 la) a’
= S+t 1t~ |——==1+|1+-— 5
a‘—-c- a“-c¢ 3¢ (a+c) 3¢ (a+c)

Damit geht der Grenzwert des Tragheitsmoments tber in
2 2 2
limJ,_ =ma’ 1—1 2a > 4ra +1 ZC -
ca 4a°-c° S 4a°—-c

2
— ma? {1- lim 1+(1+13ja—2 ~Zmat,
4 ca 3¢/(a+c) 3

was genau dem Tragheitsmoment einer Kugelsphére entspricht. Alternativ kbnnen wir die

Oberflache auch aus dem Flachenintegral berechnen. Die Gleichung eines Rotationsellipsoids
um die z-Achse besitzt die Parameterdarstellung

x=¢(p,0)=asinfcosp, y=y(p,0)=asindsing, z=y(p, 6)=ccosd
und die partiellen Ableitungen

¢, =—asindsing, y =asinfcosp, yx, =0,
¢, =acos@écosp, w,=acosfdsing, y,=-csind.
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Mit den Koeffizienten der ersten Fundamentalform

E=¢.+y.+y.=a’sin’Osin’ p+a’sin’Gcos’ p =a’sin’ o,
F=0,0, +W Wy + X, =—2°SiN6COSHsin pcose +a’ sin 6 cosd cospsinp =0,
G=¢,+y.+y;=a’cos’0+c’sin’ 0

ist das Flachenelement in krummlinigen Koordinaten gegeben durch

dS =VEG — F2d0do = asin 6+/a® cos® @ + ¢ sin2 0.
Ferner werden bendétigt

x> +y* =a’sin®6cos’ p+a’sin’fsin® ¢ =a’sin’ o,

y? + 2% =a’sin’@sin® ¢ +c* cos’ 6,

7% +x* =c?cos’ @ +a’sin® B cos’ @
sowie

xy =a’sin” @ cos gsin g,

yz =acsinfcosfsin g,

ZX =accosdsin 0 cos .

Die Integration Uber den Winkel ¢ konnen wir vor das Integralzeichen ziehen. Den Rest for-
men wir entsprechend um:

2r

-]
0
= 27raI\/c2 +(a® —c?)cos? 0'sinOdO = 2rava’® —c L | azc_zcz +2°dz.

Die Auswertung des Integrals ergibt die Oberflache des Rotationsellipsoids

O Y

asin6/a?cos? 0 +¢?sin20dod = 27raj‘\/a2 cos’ 0 + ¢ (1-cos” 6 sin6do
0

a —C a —C C

1
1 c? c? - ~a’-c’z
S=2na\/a2—c25{z +2° + ~arsinlh—————
-1

2
C
= 271'8.(&4——

. a?-c?
arsinh—— |.
a’-c? c

Ferner lauten die Trégheitsmomente

J, :aj'(y2+zz)ds

2w
= aaj J'(a2 sin’ @sin” g + ¢* cos” 6 )sin 0~/a’ cos? 0 +c2sin® 0dad e,
00
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N

Jy :aj(z +x2)dS
2

= aoj j(cz cos® 6 +a’sin® O cos’ go)sin 0~/a’ cos’ 0 +c2sin® 0dad o,
00

2n

aj(x2 +y?)ds = aaj jaz sin® @sin /a2 cos? 0+ ¢*sin’ 0dOdo.
00

J

z

Die Integration Uber ¢ kann sogleich ausgefihrt werden. Dann vereinfachen sich die Integrale
zu

J, = ﬂaGaZ.TSin 9\/(a2 ~c*)cos’ 6 +c*do
0

+mac (2¢° —az)jcos2 9sin 0\/(a2 —c?)cos” 6 +c¢do,
0

J, =1

vy XX 1

J, = 27raoa2]£sin 0\/(612 —c?)cos’ 0 +c*do
0

—27raaazjcos2 sin 9\/(612 —c? ) cos? 0 +c2do.
0

Mit der Substitution z =cos6@ folgt weiter:

1 2 1 2
| c c
3o =maoNa’ —¢* | &* [ ||2° + a2 +(2¢* —a% ) [ 22, |2° + 0z |,
s a’-c ’ a’-c

J :‘]xx’

yy
1 CZ 1 CZ
J,, =2rca’yJa’—c? j,/zz+ - 2dz—J‘zz,/zzjt ——dz |.
% a‘—c % a‘—c
Fur c <a folgt mit den bereits bekannten Integralen
J, =2nca’yJa® -c? 11 ¢’ 2, ¢ +zz—1z‘/ ¢’ +z231
i 2 8a’-¢*) Va’-¢° 4 \a®-c?
-1

(1 1 ¢c? c? . +Ja*-c’z l
+27108° | = +—=——— arsinh ————
2 8a’-c’)Ja?—¢? I c .

1 c? c? . a*-c¢*| 1 @&’ )
=2rca||l+———— | a+ arsinh -~ |a".
4a°-c a?—c? c 2a°—cC

Setzen wir die Oberflache ein, kdnnen wir darin die Masse
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2 2 2
c . a‘—c
m=ocS =2ncal a+ arsinh
a?-c? c

Eliminieren, und wir erhalten die bereits bekannte Formel

2 2 2
‘]zz: l_l Za 247Ta +1 ZC 2 maz'
4a°-c° S 4a —-c

Das Tragheitsmoment J,, benutzt dieselben Integrale wie das Tragheitsmoment J,,

Jm:naaazx/az—c{j-,/zz+ ZCZ 2dz—j-221fzz+ ZCZ 2dz}
-1 a _C -1 a _C
+2racc’ya’ J- ,/
-1
J +27TaGC Ja? I 2%, |7
-1
Folglich ist

J :%JZZ +2racc’a’* —¢?

3 1

c? 1 ¢° , c? c? . +a’-c’z
2,|2* +—
a
1

X 7’ + -= + ~arsinh

7
4 a’-c> 8a*-c? —c c

1 12racc®| , 1, c? . AJa?-c?
==J,+-———|a’-=c’| a+———arsinh——— ||
2 2 a-c 2 a?—c? c

Mit der bereits oben verwendeten Relation

a? (4ra® c? la) a2
2_ 2 7 | =l I+ 2
a’-c S a 3¢/(a+c)

wandert der Grenzwert ebenfalls gegen den einer Kugelsphére.

Copyright © 2021, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 6



Mathematikaufgabe 165

2 2
Iim\]xlema2 1+1Iim C—Z—l 1+(1+13j a . :Emaz
c—a 2 2coal q 2 3c (a+C) 3

Die Deviationsmomente sind gegeben durch

2r

Jy =aj xydS =oca’ j J'sin2 0 cos psin psin Oy a? cos? 0 +c?sin’ 0dod o,
00

2n

J, :GI yzdS qyazcj' J'sinecosesin osin0~/a? cos? 0+ ¢ sin® 0d0d o,
00

2r

J, =oj zxdS :oazcj Icos@sin@cosqpsin 0~a® cos? 0 +c? sin” 0dOd .
00

Das kann man mit den Substitutionen z =cosf bzw. z =sin@ noch ein wenig umformen, so
dal? man sieht, daB die Integrale Uber eine Periode des Sinus bzw. Kosinus null sind und daher
alle Deviationsmomente verschwinden:

Jy = GaSTCOSgDSin godgoj(l— zz)\/(a2 —cz)z2 +c’dz =0,
0 -1

J, = aazczfsin (pdgoj)‘zz\/a2 —~(a®-c?)z%dz =0,
0 0

J, = O'aZCTCOS(Dd(o])-ZZ\/aZ ~(a®-¢c?)z%dz =0.
0 0

Vergleichen wir ein gleich schweres Rotationsellipsoid mit einer Ellipsoidsphare, stellen wir
fest, dal3 die Tragheitsmomente der Ellipsoidsphére bedeutend gréRer sind als die des Vollellip-
soids. Das liegt daran, daR die Masse ausschlieBlich auf dem Rand konzentriert ist.

Copyright © 2021, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 7



