Mathematikaufgabe 164

Home | Startseite | Impressum | Kontakt | Gastebuch

Aufgabe: Berechnen Sie den Tréagheitstensor eines Rotationsellipsoids homogener Massen-
dichte.

Losung: Die Tragheitsmomente eines Rotationsellipsoids homogener Massenverteilung in be-
zug auf die Achsen eines rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystems sind gegeben durch

J. :J-(r2 —xz)dm :pJ-(y2 +22)dxdzdy,
J, :j(r2 —yz)dm :pJ‘(z2 +x2)dydxdz,
J :j(r2 —7*)dm :pI(XZ +y* ) dzdydx.

z

Die Oberflache eines Rotationsellipsoids ist im Fall einer Rotation um die z-Achse gegeben
durch
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Die beiden Integrale sind elementar losbar:
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Eingesetzt ergibt sich eine Summe einfach zu l6sender Integrale:
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Fuhren wir die Integrationen aus, erhalten wir als endgultiges Ergebnis
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Im Fall einer Rotation um die x-Achse ist die Flache des Ellipsoids Gber der y-z-Ebene gegeben
durch

und die Randkurven als Funktion der unabhé&ngigen Variablen y lauten
7= J_rE«/a2 -y
a

Setzen wir diese Grenzen ein, ergibt sich folgendes Doppelintegral:
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das sich in die beiden einfachen Integrale
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trennen laRt. Diese Integrale sind elementar losbar:
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Aus Symmetriegriinden ist J,, = J,,. Einfacher ist es, Zylinderkoordinaten zu verwenden:

X=rcosp, y=rsing, z=z(r,¢).

Mit dem Volumenelement dV = rdrdedz lauten die Integrale Uber das Rotationsellipsoid:

J, :piT : J' (r?sin® @+ 2*)rdrdedz,
00 _c a2 _r2

J, :pj.zf : J' (2% +1? cos’ p) rdrdedz,
00 o joiy

J, :pizf : [ redrdedz.
00 ¢ /2 2

Da es sich um einen Rotationskdrper handelt, kann die Integration tber ¢ vor das Integralzei-
chen gezogen werden,
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Aus Symmetriegrinden gilt J,, =J . Die Deviationsmomente sind gegeben durch

Iy =jxydm = pj xydV,
J, =jyzdm = p_[ yzdV,
J, :jzxdm :pJ.zde.
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Das Moment J, berechnen wir wie folgt:

C 2 2
C [a2_x2_y2
/2X2a y

:pja- aj J' xydzdydx = Zp;ja' I xy /a’ — x* — y?dydx
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Da das Integral
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verschwindet, ist auch das Deviationsmoment null. Aus dem gleichen Grund verschwindet auch
das Deviationsmoment
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und aus Symmetriegrinden ist auch J,, =0. Wechseln wir zu Zylinderkoordinaten tber, ver-

schwinden die Deviationsmomente auch in diesem Koordinatensystem:

:pja'zj'ra j r3drCOS¢Sin(pd(dezp(TCOS(pSin(de)ji - I dz |ridr =0,
00 73@ 0 0 Eﬁ
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a

Somit sind alle Momente Haupttragheitsmomente. Damit lautet die Koeffizientendeterminante
der charakteristischen Gleichung

N N O I 0
J, J3,-3 3, |=| 0 3= 0 |=(3,-9)3,-9)3,-J)
Jo  Jd, 3,09 ] o0 o J,-J
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In dieser ist die Symmetrie des Tréagheitstensors bereits beriicksichtigt. Die Eigenwerte sind
somit gegeben durch

Eigenvektoren sind die Koordinatenachsen x, y und z.
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