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Aufgabe: Vergleichen Sie den Tragheitstensor einer Vollkugel homogener Massendichte mit
einer Sphéare homogener Massebelegung.

Losung: Die Tragheitsmomente einer Kugel in bezug auf die Achsen eines rechtwinkligen kar-
tesischen Koordinatensystems sind gegeben durch
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Wegen der zyklischen Vertauschung der Variablen brauchen wir nur eines der Volumeninte-
grale zu losen, z.B.
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Fuhren wir mit Hilfe der Integrale
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die Integration Uber y aus, so folgt
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Die Integration Uber die letzte Variable x liefert dann das Trégheitsmoment
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Das erste Deviationsmoment berechnen wir wie folgt:
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doch bereits das Integral Uber y verschwindet:
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verschwindet auch dieses Moment. Wie nicht anders zu erwarten, ist auch das letzte Moment
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gleich null, denn
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Somit sind alle Momente Haupttragheitsmomente. Damit lautet die Koeffizientendeterminante
der charakteristischen Gleichung
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In dieser ist die Symmetrie des Tréagheitstensors bereits berticksichtigt. Um nun die Eigenwerte
zu ermitteln, muf3 die Koeffizientendeterminante verschwinden. Da die Diagonalelemente null
sind, vereinfacht sich der Ausdruck weiter,

Eigenvektoren sind die Koordinatenachsen x, y und z. Mit Hilfe von Kugelkoordinaten

X =rsin@cos e,
y=rsin@sine,
Z=rcos6

gelangt man etwas schneller ans Ziel. Das Volumenelement in Kugelkoordinaten lautet
dV =rdrsin6dédo.

Ersetzen wir das kartesische Volumenelement durch das Kugelkoordinatenvolumenelement,
ergeben sich flr die Tragheitsmomente folgende Bestimmungsgleichungen:
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Die Integrationen kdnnen mit Hilfe der Integrale
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elementar ausgefihrt werden, so daf}
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Die Deviationsmomente verschwinden wie erwartet ebenfalls identisch:
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da das Integral Gber eine Periode des Sinus bzw. Kosinus null ist.

Fur die massenbelegte Sphéare hingegen kommen eigentlich nur Kugelkoordinaten in Frage.
Das Flachenelement in spharischen Koordinaten lautet

dS =r’sinfdodo.
Ersetzen wir die Massendichte p durch die Flachendichte o, lautet das Massenelement

dm= pdV =odS,
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und wir kdnnen die Tragheitsmomente wie folgt schreiben:
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Dabei haben wir den variablen Radius r durch den konstanten Kugelradius R ersetzt. Aufgrund
fehlender funktionaler Abhé&ngigkeiten lassen sich die Integrale elementar auswerten:
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und wir erhalten als Ergebnis
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Die Deviationsmomente verschwinden wie bei der Kugel:
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Vergleichen wir eine gleich schwere Vollkugel mit einer Sphére, stellen wir fest, dal? die Trag-
heitsmomente der Sphéare bedeutend gréRer sind als die der Vollkugel. Das liegt daran, dal? die
Masse ausschlieBlich auf dem Rand konzentriert ist.
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