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Aufgabe: Berechnen Sie den Umkreismittelpunkt einer 24stel-Sphare und zeigen Sie, dal} die-
ser auRerhalb des Dreiecks liegt.

Losung: Als 24stel-Sphare bezeichnet man ein aus einer Achtelsphare herausgeschnittenes
gleichschenkliges Kugeldreieck. Sei AABC eines von 4 solchen kongruenten Kugeldreiecken,
die ihren gemeinsamen Scheitel im Punkt C haben. Der Abstand der Eckpunkte vom Umkreis-
mittelpunkt Z sei p. Weil nun im rechtwinkligen Kugeldreieck AAZD die Hypotenuse stets

groBer ist als die Kathete, gilt p >c/2. Da die Summe a-+d =c ist und auBerdem d < a, ist

d <c/2 und somit p—d >0. Damit liegt der Umkreismittelpunkt Z auBerhalb des gleich-
schenkligen Dreiecks AABC. Es gilt nun, den Umkreisradius p zu berechnen.

Abbildung 1. Gleichschenkliges Kugeldreieck ABC einer 24stel-Sphdire

Wir wissen von der Achtelsphére aus Aufgabe [160], dal3

tana _ﬁ 0S4 = 1 _ 1
J1+tan?a J3' J1+tan?a J3'

und daf im gleichschenkligen Dreieck aus Symmetriegriinden b =a ist. Die Kantenlange d ist
ebenfalls bekannt:

a = arctan \/5, sina=

2

d :arcsini sind :i cosd =—.

V3’ V3’ V3

SchlieRlich ist

T .
C=E, sinc=1, cosc=0,
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und wegen
sin —sin(erzj—Zsinzcosz—Z-lx@.1
4 33 3 03 SN0

bzw.

(7[ ﬂj w1 3 2
COSy =COS| — cos? ——sm ===
3 3 3 3 4 4 4

gilt
2 ) 1 1
=22 siny==4/3, cosy=-=.
773 =5 =7

Nach dem Winkelkosinussatz im Dreieck ABCZ ist

cos£ = —cos¥cosL +sinLsinLcosa =—cos? ~ +sin?Z [1—sin? arcsin —2
2 2 2 2 2 3 3

NE

Daraus folgt der Winkel

£=arccos —Ejtg‘/l—E =arccos\/§_1:1,387=79,45°.
2 4 4 3 4

Alternativ kénnen wir den Winkel ¢ /2 aus dem Dreieck AAZD berechnen:

cos£:—cosicos£+sin£sin£cosgz L ,/ os—cos—z—,/l——\/_
2 12 2 12 2 2 2

Daraus ergibt sich ein zu oben identischer Winkel,

f 1- COS —
£ = drccos 2- \/§ = arccos 1 - \/_ arccos
2 8 Va I

.3t . & Tz 1 -1
= arccos| sin—sinh— | =arccos COS —_—— COS arccos .
12 12 2 6 2 3 4

Zur Bestimmung des Umkreisradius verwenden wir den Sinussatz in folgender Form:

sinE

sin p 2
Sin — sin£
2

In diesen Ausdruck kénnen wir alle bekannten GroRen einsetzen, womit wir erhalten:
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. o
e sin-~ sin’, ) B . 5 o
sing sinarccos\/i_1 \/16—(\/5—1)2 \/8_(2_\@) \/6+\/§

Daraus folgt der Umkreisradius

p =arcsin =0,8027 = 45,99° ~ 46°.

2
V6+/3

Wir machen noch die Probe aufs Exempel mittels des Sinussatzes im Dreieck AAZD,

.y . C A 4 . T
Sin ~-sin — 4sin —sin — 2sin—
sin(p—d)z 4 2 _ 12 4 _ 12

sin‘g2 ) \/16—(\/5—1)2 ) 643

und erhalten flr die Seitenlédnge

. T
2sin—
2 _0187=107°.

1
V6443

Das Ergebnis ist identisch:

p—d =arcsin

. T
2s5In—
p = arcsin——12 | arcsin—— = 0,1872+0, 6155 = 0,8027 = 45,99°.

V6++/3 V3

Die Radien von In- und Umkreis erhalten wir einfacher mit Hilfe des Halbumfangs und des
Eckensinus. Dabei ist der Halbumfang gegeben durch

S:a+b+c :arctan\/§+%.

Mittels der Hilfsgrofien

s—a=—, s—b:%, s—c:arctan\/_—%

i3
4
ergeben sich die bendtigten Sinusfunktionen

sin(s—a)zsinzzﬁ, sin(s—b):sinﬁzﬁ,
4 2 4 2
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sin(s—c):sin(arctanx/_—%j=sin(arctanﬁ)cos%—cos(arctanﬁ)sin%
tanarctan\/f cosﬂ— 1 . T \/5—1\/5

= = sin—=-—-—_~-"=,
\/1+ tan’arctanv/2 4 \/1+ tan’arctan~2 4 NEI.

sins=sin(arctanx/§+%j:sin(arctanﬁ)cos%Jrcos(arctanx/E)sin%
tan arctan v/2 cos” 1 . ﬂ_\/E—Fl\/E

= S—+ sin= = -
\/1+ tan’arctanv2 4 \/1+ tan’arctany2 4 V32

Die bereits bekannten Winkel des Dreiecks AABC ergeben sich aus den Halbwinkelsatzen:

a:2arctan\/sm(s b)sm(s C = 2arctan
sins-sin(s—a)

%

= arctan - ) 2%,

Eia

+1

sin(s—c)sin(s—a)
- - = 2arctan
sins-sin(s—b) ~sins

= 2arctan \/sm(s—a_)sm(s—b) _ 2arctan\/_=2—”,
sins-sin(s—c) 3

[ =2arctan \/

woraus der Umkreisradius Gbereinstimmend mit dem Sinussatz gemal? folgender Formel folgt:

.a. b.c . ,a . C
2sin—sin —sin — 2sin” —sin —
p = arctan 22 2 = arctan
\/sins'sin(s—a)sin(s—b)sin(s—c) sin(s—a)\/sins-sin(s—c)
(l—cosa)sinz
=arctan 4 =arctan (\/5 —x/i ) =45,99°,

Sinn\/\/ﬁlﬁ'\/ﬁ—lﬁ
4\ 3 2 3 2

Der Abstand des Aufpunktes D zum Mittelpunkt M des gleichschenkligen Dreiecks ist gleich
dem Inkreisradius

r:arctan\/sm(s—a)sm('s—b)sm(s—c) arctan E\/_ 1
sins V22 +1

J2-1
NA

Der Inkreisradius ist damit groBer als die Seitenldange p—d =10,7°. Er ergibt sich aus dem

Schnitt der drei Winkelhalbierenden und fallt nicht mit dem Massenschwerpunkt zusammen,
welcher im Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden liegt.

=arctan

=16,3°.
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Anhang

% Programm umkreis

% Berechnet In- und Umkreis von spharischen Dreiecken

% mit den Kantenlangen a, b, c und den Winkeln alpha, beta, gammma
clear all

% 24stel-Sphare

a = atan(sqrt(2));
b = a;
c = pi/2;

% Halbumfang s
s =(at+b+c)/2;

% Halbwinkelsatze

alpha = 2*atan(sqrt(sin(s-b)*sin(s-c)/sin(s)/sin(s-a)));
alpha_grad = alpha/pi*180

beta = 2*atan(sgrt(sin(s-c)*sin(s-a)/sin(s)/sin(s-b)));
beta grad = beta/pi*180

gamma = 2*atan(sqrt(sin(s-a)*sin(s-b)/sin(s)/sin(s-c)));
gamma_grad = gamma/pi*180

% Eckensinus S
S = 2*sgrt(sin(s)*sin(s-a)*sin(s-b)*sin(s-c));

% Umkreisradius rho
rho = atan(4*sin(a/2)*sin(b/2)*sin(c/2)/S);
rho _grad = rho/pi*180

% Alternative Formel

rho_alternative =
atan(4*sin(a/2)*sin(b/2)*sin(c/2)/sin(a)/sin(b)/sin(gamma)) ;
rho_alternative _grad =rho_alternative/pi*180

% Analytischer Wert 24stel-Sphéare
rho_analytisch = asin(2/sqgrt(6+sqrt(3)))
rho_analytisch_grad =rho_analytisch/pi*180

% Inkreisradius r
r = atan(sqrt(sin(s-a)*sin(s-b)*sin(s-c)/sin(s)));
r_grad = r/pi*180

% Analytischer Wert 24stel-Sphéare
r_analytisch =atan((sqrt(2)-1)/sqrt(2));
r_analytisch_grad = r_analytisch/pi*180
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